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Resumo
O derramamento do o´leo no mar tem-se apresentado como um grave problema ambiental.
Pode ocorrer durante as va´rias etapas de perfurac¸a˜o de poc¸os, operac¸o˜es de reparo
ou durante o transporte. O espalhamento do o´leo se deve a` tendeˆncia que o poluente
tem de escoar sobre si mesmo. O conhecimento de suas propriedades f´ısicas durante o
espalhamento, como velocidades e posic¸o˜es, permite a adoc¸a˜o de medidas de protec¸a˜o
ambiental. A modelagem deste processo f´ısico - realizado por um balanc¸o entre as forc¸as
gravitacional, inercial, viscosa e de tensa˜o interfacial - remonta aos meados do se´culo
XX, com o ajuste de curvas, por Fay, aos resultados de experimentos realizados em
condic¸a˜o de mar calmo. Estas curvas, deﬁnidas para condic¸o˜es teo´ricas idealizadas,
continuam sendo utilizadas, com algumas modiﬁcac¸o˜es. Esta Tese de Doutorado apresenta
o desenvolvimento e a implementac¸a˜o de um modelo puramente lagrangiano de part´ıculas
sem malhas, a partir dos fundamentos do me´todo Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH) para o estudo do espalhamento do o´leo. A modelagem das coliso˜es das part´ıculas
contra os contornos foi implementada, com a deﬁnic¸a˜o de um coeﬁciente de restituic¸a˜o de
energia cine´tica. O modelo foi validado utilizando-se resultados para problemas cla´ssicos
da literatura: difusa˜o de calor em uma placa plana, reservato´rio em repouso contendo um
ﬂuido incompress´ıvel e ruptura da barragem. Apo´s a validac¸a˜o do modelo, realizou-se
simulac¸a˜o nume´rica do espalhamento, em condic¸o˜es de mar calmo, em sua primeira fase
(gravitacional-inercial). Houve concordaˆncia entre os resultados nu´mericos obtidos quando
empregado um adequado coeﬁciente de restituic¸a˜o de energia cine´tica e os fornecidos pela
curva ajustada proposta por Fay para o diaˆmetro da mancha ao ﬁnal da fase estudada.
Abstract
Oil spill on the sea is considered a serious environmental problem. It can occur during oil
well drilling, repair and transport operations. The spreading of oil is due to the tendency
of the pollutant to ﬂow over itself. Knowledgement of oil physical properties during the
spreading, like velocities and positions allows the adoption of environmental protection
actions. The modelling of the physical process, due to a balance between gravitational,
inertial, viscous and interfacial tension forces, started during the mid-twentieth century,
when Fay adjusted curves to experimental data, considering a calm sea condition. These
adjusted curves, deﬁned for idealized theoretical conditions are still used, with some
modiﬁcations. This Thesis presents the development and implementation of a purely
Lagrangian meshless model, considering the fundamentals of the Smoothed Particle
Hydrodynamics (SPH) method for the study of the spreading of oil. A model for the
collisions between the particles and boundary was implemented, with the deﬁnition of a
coeﬃcient of restitution of kinetic energy. The model was validated by using results, from
the literature, for classical problems: heat diﬀusion on a ﬂat plate, static tank containing
an incompressible ﬂuid and dam breaking. After model validation, it was performed the
numerical simulation of the spreading of oil on calm sea conditions, in its ﬁrst phase
(gravitational-inertial). There was agreement between the numerical results obtained with
the use of an appropriate coeﬃcient of restitution of kinetic energy and those provided by
the adjusted curve proposed by Fay, for the diameter of the oil slick at the end of the
studied phase.
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Nomenclatura
Varia´veis e Termos com Letras Gregas
< ∇.f(X) > aproximac¸a˜o para o divergente da func¸a˜o na posic¸a˜o X
< ∇f(X) > aproximac¸a˜o para o gradiente da func¸a˜o na posic¸a˜o X
δ(X −X ′) func¸a˜o delta de Dirac avaliada na posic¸a˜o (X −X ′)
Δp espac¸amento me´dio entre as part´ıculas vizinhas da part´ıcula ﬁxa m
ΔT maior diferenc¸a entre as temperaturas obtidas de forma anal´ıtica e pelo
SPH ◦C
Δt passo de tempo s
Δx comprimento do lado do volume de controle na direc¸a˜o x m
Δy comprimento do lado do volume de controle na direc¸a˜o y m
Δfi laplaciano da func¸a˜o na posic¸a˜o da part´ıcula ﬁxa
ΔVj volume de cada part´ıcula lagrangiana m
3
η paraˆmetro utilizado na correc¸a˜o XSPH
Γ fronteira
λ paraˆmetro empregado no ca´lculo da pressa˜o artiﬁcial
(ρi)filtrada massa espec´ıﬁca da part´ıcula ﬁxa apo´s a aplicac¸a˜o do Filtro de
Shepard kg/m3
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μ∇2 →v forc¸as viscosas, por unidade de volume N/m3
μ viscosidade dinaˆmica Pa.s
∇ · (K∇T ) taxa de calor gerado devido a` difusa˜o, por unidade de volume W/m3
∇P forc¸a devida a` pressa˜o, por unidade de volume N/m3
∇ operador matema´tico vetorial diferencial nabla m−1
Ω domı´nio
φb ﬂuxo difusivo de o´leo para fora da base da mancha kg/sm
2
φs ﬂuxo difusivo de o´leo para fora da superf´ıcie da mancha kg/sm
2
Ψ(XΓ) propriedade f´ısica na posic¸a˜o XΓ
ρ′ massa espec´ıﬁca do elemento inﬁnitesimal de volume kg/m3
ρ
→
g forc¸a devido a` gravidade, por unidade de volume N/m3
ρi massa espec´ıﬁca da part´ıcula ﬁxa kg/m
3
ρ massa espec´ıﬁca kg/m3
ρo massa espec´ıﬁca de repouso do ﬂuido kg/m
3
ρj massa espec´ıﬁca da part´ıcula vizinha kg
ρoleo massa espec´ıﬁca do o´leo kg/m
3
ρw massa espec´ıﬁca da a´gua m
3/s
σaw tensa˜o na superf´ıcie ar-a´gua N/m
2
σoa tensa˜o na superf´ıcie o´leo-ar N/m
2
σow tensa˜o na superf´ıcie o´leo-a´gua N/m
2
τbr tensa˜o cisalhante na base da mancha de o´leo, na direc¸a˜o radial N/m
2
υi viscosidade cinema´tica da part´ıcula ﬁxa m
2/s
υw viscosidade cinema´tica da a´gua m
2/s
ϕ2 fator utilizado no ca´lculo da viscosidade artiﬁcial para prevenir di-
vergeˆncias nume´ricas quando ha´ aproximac¸a˜o entre 2 part´ıculas m2
P (∇.→v) taxa de trabalho devido a`s forc¸as de pressa˜o, por unidade de
volume W/m3
α difusividade te´rmica m2/s
δl,t delta de Kronecker
Δxp diferenc¸a percentual entre as abcissas das frentes de onda, obtidas
experimentalmente e pelo SPH(
1
ρ
∂P
∂x
)
i
∗
componente do gradiente do kernel da part´ıcula ﬁxa, corrigida pelo
me´todo CSPM, por unidade de massa espec´ıﬁca, na direc¸a˜o x m/s2(
1
ρ
∂P
∂y
)
i
∗
componente do gradiente do kernel da part´ıcula ﬁxa, corrigida pelo
me´todo CSPM, por unidade de massa espec´ıﬁca, na direc¸a˜o y m/s2
∇P mod forc¸a devido a` pressa˜o modiﬁcada, por unidade de volume N/m3
εv taxa de dissipac¸a˜o de energia, por unidade de volume W/m
3
mj massa da part´ıcula vizinha kg
απ coeﬁciente empregado no ca´lculo da viscosidade artiﬁcial
βπ coeﬁciente empregado no ca´lculo da viscosidade artiﬁcial
∇.fi divergente da func¸a˜o na part´ıcula ﬁxa
∇fi gradiente da func¸a˜o na part´ıcula ﬁxa
αi difusividade te´rmica da part´ıcula ﬁxa m
2/s
πij viscosidade artiﬁcial m
5/s2kg
Varia´veis e Termos com Letras Romanas
cv calor espec´ıﬁco a volume constante J/kgK
< f(X) > aproximac¸a˜o obtida para a func¸a˜o f na posic¸a˜o X
ΔTp maior diferenc¸a percentual entre as temperaturas, obtidas analiticamente
e pelo SPH ◦C
→
g acelerac¸a˜o da gravidade m/s2
→
v velocidade m/s
V volume do o´leo derramado m3
ho altura inicial do o´leo m
h espessura local da mancha de o´leo m
r direc¸a˜o radial m
U magnitude da velocidade radial do o´leo kg/m3
vp magnitude da velocidade da part´ıcula antes da colisa˜o m/s
n vetor unita´rio normal a` superf´ıcie
B termo relacionado a`s ﬂutuac¸o˜es das massas espec´ıﬁcas do ﬂuido Pa
c magnitude da velocidade de propagac¸a˜o do som no ﬂuido m/s
ci velocidade do som na part´ıcula i m
cj velocidade do som na part´ıcula j m
Cte valor conhecido no contorno
CR coeﬁciente de restituic¸a˜o da energia cine´tica
dS e´ o elemento inﬁnitesimal de superf´ıcie m2
dX ′ elemento inﬁnitesimal de a´rea m2
e energia interna espec´ıﬁca J/kg
ei energia interna espec´ıﬁca da part´ıcula i J/kg
f ′(X) derivada da func¸a˜o, deﬁnida na posic¸a˜o X
f(X ′) func¸a˜o avaliada na posic¸a˜o do ponto varia´vel
f(X) func¸a˜o avaliada na posic¸a˜o do ponto ﬁxo
fi valor aproximado da func¸a˜o na posic¸a˜o da part´ıcula i
fj valor aproximado da func¸a˜o na posic¸a˜o da part´ıcula vizinha
fn forc¸a de tensa˜o superﬁcial resultante, por unidade de comprimento,
atuando no contorno lateral da mancha N/m
g magnitude da acelerac¸a˜o da gravidade m/s2
G(XΓ) func¸a˜o na posic¸a˜o XΓ
H altura do ﬂuido no reservato´rio m
h raio de suporte m
hi raio de suporte da part´ıcula i m
hj raio de suporte da part´ıcula j m
I representa o centro do volume de controle
i part´ıcula ﬁxa ou de refereˆncia
J representa o centro do volume de controle adjacente ao de centro I
j part´ıcula vizinha
K condutibilidade te´rmica W/mK
k fator de escala depende do kernel empregado
m iterac¸a˜o atual
m′ massa do elemento inﬁnitesimal de volume kg
m+ 1 iterac¸a˜o para o tempo avanc¸ado
MN momento do kernel de ordem N
Ma nu´mero de Mach
n nu´mero de part´ıculas vizinhas
nd nu´mero de dimenso˜es do problema
P pressa˜o absoluta Pa
P0 pressa˜o de refereˆncia Pa
Pi pressa˜o da part´ıcula i Pa
Pj pressa˜o da part´ıcula j Pa
P mod pressa˜o modiﬁcada Pa
Q comprimento do eixo menor da elipse m
R comprimento do eixo maior da elipse m
S superf´ıcie de integrac¸a˜o m2
T temperatura absoluta K
t tempo s
t0 instante inicial s
Tan temperatura obtida pela soluc¸a˜o anal´ıtica
◦C
TSPH temperatura obtida pelo SPH
◦C
W ′(X ′ −X, h) derivada do kernel avaliada na posic¸a˜o (X ′ −X) m−3
W (X −X ′, h) Kernel, ou Func¸a˜o de Suavizac¸a˜o, avaliado na posic¸a˜o (X - X’) m−2
W (Xi −Xj, h) Kernel ou Func¸a˜o de Suavizac¸a˜o avaliado na posic¸a˜o Xi −Xj m−2
X posic¸a˜o do ponto ﬁxo m
X ′ posic¸a˜o do ponto varia´vel m
XΓ ponto pertencente a` fronteira
D
→
v i
Dt
∗
acelerac¸a˜o da part´ıcula, apo´s adicionado o termo relacionado a` viscosi-
dade artiﬁcial m/s2
q˙ taxa de calor fornecido pela fonte, por unidade de volume W/m3
Re(h2) erro de 2a ordem, apo´s o trucamento da se´rie de Taylor
Af a´rea ﬁnal da mancha m
2
D diaˆmetro da mancha m
E constante
F constante
xSPH abcissa da frente de onda obtida pelo SPH m
xexp abcissa da frente de onda obtida experimentalmente m
→
v ij velocidade relativa entre as part´ıculas i e j m/s
hm espessura me´dia da mancha m
P mod i pressa˜o modiﬁcada na part´ıcula i Pa
P mod j pressa˜o modiﬁcada na part´ıcula j Pa
v magnitude da velocidade do escoamento m/s
np nu´mero de part´ıculas dispostas por cada lado do domı´nio
Rn
(
X
′ −X) resto da expansa˜o da se´rie de Taylor
Xi posic¸a˜o da part´ıcula ﬁxa m
Xj posic¸a˜o da part´ıcula vizinha m
(vcol)x magnitude da componente horizontal da velocidade da part´ıcula apo´s a
colisa˜o m/s
(vcol)y magnitude da componente vertical da velocidade da part´ıcula apo´s a
colisa˜o m/s
→
v i velocidade da part´ıcula i m/s
→
v i
∗
velocidade da part´ıcula i, apo´s a aplicac¸a˜o do XSPH m/s
→
v j velocidade da part´ıcula j m/s
mi massa da part´ıcula i kg
vpx magnitude da componente horizontal da velocidade da part´ıcula antes
da colisa˜o m/s
vpy magnitude da componente vertical da velocidade da part´ıcula antes da
colisa˜o m/s
vcol magnitude da velocidade da part´ıcula apo´s a colisa˜o m/s
xi abcissa da part´ıcula ﬁxa m
xj abcissa da part´ıcula vizinha m
yi ordenada da part´ıcula ﬁxa m
yj ordenada da part´ıcula vizinha m
Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
O derramamento do o´leo no mar tem-se apresentado como um grave problema ambiental.
Pode ocorrer durante as va´rias etapas de perfurac¸a˜o de poc¸os e operac¸o˜es de reparo, quando
o o´leo esta´ sendo produzido a partir de operac¸o˜es no mar, manipulados e armazenados
temporariamente ou, ainda, quando o mesmo esta´ sendo transportado no mar, atrave´s
de linhas de ﬂuxo, submarinas, ou por navio. O conhecimento das propriedades f´ısicas
relacionadas ao transporte do poluente, como velocidades e posic¸o˜es e´ de fundamental
importaˆncia para a adoc¸a˜o de medidas tempestivas para protec¸a˜o do meio ambiente.
Apo´s o acidente ambiental, processos de transporte e de destino ocorrem com o o´leo.
Aqueles que governam a trajeto´ria da mancha sa˜o denominados processos de transporte.
Nesta classe esta˜o a dispersa˜o horizontal do o´leo (espalhamento) e o arraste, causado pelas
correntes marinhas e pelos ventos. Os processos de destino modiﬁcam as propriedades do
poluente e provocam a transfereˆncia de sua massa para a atmosfera. Sa˜o processos f´ısico-
qu´ımicos como a evaporac¸a˜o, dispersa˜o vertical, emulsiﬁcac¸a˜o, foto-oxidac¸a˜o, dissoluc¸a˜o,
biodegrac¸a˜o e sedimentac¸a˜o. Na Figura 1.1 sa˜o apresentados esquematicamente os
processos que ocorrem com o o´leo apo´s o derrame.
O espalhamento do o´leo se deve a` tendeˆncia que o poluente tem de escoar sobre si
mesmo. E´ o processo de transporte mais relevante nas primeiras horas apo´s o derrame,
afetando diretamente outros processos que ocorrem com o o´leo como, por exemplo, a
evaporac¸a˜o, ligada diretamente a` a´rea da mancha. Forc¸as mecaˆnicas como a gravitacional,
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inercial, viscosa e de tensa˜o superﬁcial provocam a dispersa˜o horizontal do hidrocarboneto.
A compreensa˜o e a quantiﬁcac¸a˜o deste processo adquirem grande importaˆncia no contexto
das medidas relacionadas com a preservac¸a˜o ambiental.
Figura 1.1: Principais processos f´ısico-qu´ımicos e biolo´gicos que ocorrem a uma mancha
de o´leo no mar. Adaptado de ITOPF - International Tanker Owners Federation, [1].
Derrames de o´leo causam grande e negativo impacto em ecossistemas costeiros como
manguezais, marismas, praias, costo˜es rochosos, plan´ıcies de mare´s, recifes de coral e
fundos arenosos/ rochosos, que apresentam elevada riqueza biolo´gica e complexidade
tro´ﬁca, interagindo entre si, atrave´s de transfereˆncia de energia, nutrientes, de migrac¸o˜es
e do ciclo reprodutivo de espe´cies. Com o espalhamento do o´leo sobre a a´gua do mar,
as manchas podem atingir, por exemplo, a zona entre-mare´s dos manguezais, causando
severos impactos (CETESB, 2010), [2]. Os organismos que vivem na superf´ıcie da a´gua
sa˜o os primeiros a serem atingidos (plaˆncton, na cadeia da base tro´ﬁca). Ao atingirem o
litoral ou costa, os res´ıduos de petro´leo interagem com sedimentos, como areia da praia
e cascalho, pedras e rochas, vegetac¸a˜o e habitats terrestres de animais selvagens e seres
humanos, causando erosa˜o e contaminac¸a˜o (Water Encyclopedia, 2010), [3]. A preservac¸a˜o
dos ambientes costeiros em todos os seus aspectos - fauna e ﬂora, sociais, econoˆmicos,
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sau´de pu´blica, lazer, entre outros - e´ preocupac¸a˜o ambiental existente. Para que se alcance
eˆxito, o estudo do espalhamento do o´leo, com a obtenc¸a˜o de previso˜es para o alcance
da mancha ao longo do tempo, permite a realizac¸a˜o de operac¸o˜es de contenc¸a˜o o mais
imediatas poss´ıveis, para a protec¸a˜o das regio˜es costeiras, com suas fauna e ﬂora.
O emprego de um me´todo nume´rico adequado permite a previsa˜o da trajeto´ria do
o´leo ao longo do tempo, fornecendo resultados consistentes que auxiliam na adoc¸a˜o de
medidas de contenc¸a˜o, visando a minimizac¸a˜o da a´rea atingida e dos efeitos negativos do
poluente sobre o meio ambiente. Resultados de simulac¸o˜es auxiliam ainda a elaborac¸a˜o
de planos de contingeˆncia e de emergeˆncia individuais (PEI’s), que sa˜o exigidos pela lei.
No que se refere a` modelagem empregada na soluc¸a˜o de problemas em Dinaˆmica
dos Fluidos Computacional (CFD), historicamente, os me´todos eulerianos das diferenc¸as
ﬁnitas (MDF), volumes ﬁnitos (MVF) e elementos ﬁnitos (MEF) foram amplamente
aplicados. Tratam-se de me´todos nume´ricos com malhas, sendo muito u´teis para resolver as
formulac¸o˜es integrais ou diferenciais das equac¸o˜es que governam os escoamentos dos ﬂuidos,
(Liu e Liu, 2010), [4]. Atualmente, permanecem sendo dominantes nas simulac¸o˜es para a
resoluc¸a˜o de problemas pra´ticos em engenharia e cieˆncia, pore´m, apresentam limitac¸o˜es
para aplicac¸o˜es em va´rios tipos de problemas complicados (que apresentam geometrias
complexas, superf´ıcies livres, interfaces mo´veis ou mudanc¸as topolo´gicas). Nestes casos,
torna-se necessa´ria a gerac¸a˜o de uma malha, pre´-requisito para a simulac¸a˜o nume´rica
de qualidade, a cada nova iterac¸a˜o nume´rica. Trata-se do chamado remalhamento, um
processo dif´ıcil, demorado e computacionalmente caro, e que deve, portanto, ser evitado.
Na a´rea ambiental, encontram-se problemas com aquelas caracter´ısticas. Podem ser
elencados: o escoamento de o´leo-a´gua com superf´ıcies livres (em que pelo menos uma
das fases encontra-se sob a ac¸a˜o da pressa˜o atmosfe´rica); a propagac¸a˜o de ondas de
choque; a agitac¸a˜o de ﬂuidos que impactam contra as paredes dos recipientes que os
conteˆm (sloshing); as rupturas de barragens, entre outros. A simulac¸a˜o de tais sistemas
utilizando me´todos baseados em malhas na˜o e´ uma boa escolha, pelos motivos expostos.
A necessidade de atualizac¸a˜o das malhas em problemas envolvendo descontinuidades,
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mudanc¸as topolo´gicas e geometrias complexas tornam o processo caro e complicado.
Ao longo dos u´ltimos anos, os me´todos sem malha (meshless) teˆm sido uma alternativa
aplicada nas pesquisas, apontando para uma nova gerac¸a˜o de me´todos computacionais
mais eﬁcazes para a soluc¸a˜o de problemas mais complexos. Me´todos de part´ıculas se
enquadram nesta categoria, fornecendo soluc¸o˜es nume´ricas esta´veis e acuradas para
equac¸o˜es integrais ou equac¸o˜es diferenciais parciais. Huerta et al. (2004), [5], fazem
uma boa apresentac¸a˜o dos me´todos de part´ıculas iniciando com o Smoothed Particle
Hydrodynamics (SPH), seguindo com o me´todo dos mı´nimos quadrados mo´veis (MLS) e o
me´todo de Galerkin. Nos trabalhos de Belytschko et al., (1996), Gui-Rong Liu (2002), Li
e Liu (2002), Liu e Liu (2003), Liu e Gu (2005), Idelson e Onate (2006) e Nguyen et al.
(2008), [6] a [12], sa˜o apresentados a histo´ria, o desenvolvimento, a teoria e as aplicac¸o˜es
da maioria dos me´todos sem malhas existentes.
Na Dinaˆmica dos Fluidos, o me´todo lagrangiano de part´ıculas sem malhas Smoothed
Particle Hydrodynamics, tem-se mostrado uma alternativa para a soluc¸a˜o de problemas
modelados pelas equac¸o˜es de conservac¸a˜o da massa, balanc¸o da quantidade de movimento
e transporte de energia. No trabalho de Liu e Liu (2003), [9], sa˜o encontradas discusso˜es
detalhadas dos me´todos de part´ıculas sem malhas, especiﬁcamente voltadas para o SPH e
algumas de suas variac¸o˜es.
Atualmente, a maior parte dos modelos utilizados na previsa˜o do alcance da mancha
de o´leo em espalhamento baseia-se nas expresso˜es das curvas ajustadas por Fay (1969,
1971), [13] e [14], a resultados experimentais, com modiﬁcac¸o˜es implementadas para a
considerac¸a˜o dos efeitos cisalhantes dos ventos na superf´ıcie do o´leo. Reconhece-se que
o espalhamento do o´leo, em condic¸o˜es reais, na˜o pode ser explicado plenamente por
essas equac¸o˜es, uma vez que foram deduzidas para situac¸o˜es teo´ricas, onde a mancha de
o´leo encontra-se em a´guas calmas, apresentando um formato circular. Por outro lado,
modelos h´ıbridos sa˜o tambe´m empregados. Utilizam malhas (na modelagem euleriana da
a´gua) e part´ıculas para a discretizac¸a˜o do o´leo. Nestes modelos nume´ricos, geralmente
e´ empregada a equac¸a˜o de Langevin. Me´todos puramente lagrangianos de part´ıculas
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sem malhas sa˜o incipientes nos estudos cient´ıﬁcos sobre o espalhamento, constituindo-se
em uma nova e promissora classe de me´todos para o estudo do assunto, pelas vantagens
existentes em relac¸a˜o aos eulerianos. No entanto, por serem de recentes aplicac¸o˜es na
soluc¸a˜o de problemas, e´ requerido bastante esforc¸o no entendimento de seus fundamentos
e em sua implementac¸a˜o nume´rica.
Nesta Tese de Doutorado e´ aplicado o me´todo lagrangiano de part´ıculas sem malhas
SPH no estudo da dispersa˜o horizontal do o´leo em mar calmo. Um co´digo nume´rico
sera´ desenvolvido e implementado, baseado nas equac¸o˜es de conservac¸a˜o, que modelam o
escoamento dos ﬂuidos (a´gua e o´leo), objetivando-se a obtenc¸a˜o de soluc¸o˜es concordantes
com as fornecidas pelas curvas ajustadas por Fay aos resultados experimentais, [13] e [14].
Na primeira fase do espalhamento, a previsa˜o do diaˆmetro da mancha de o´leo na˜o e´
comumente realizada por modelos eulerianos. Normalmente, o diaˆmetro ﬁnal e´ calculado
a partir da curva ajustada por Fay aos dados experimentais. Os modelos empregados na
simulac¸a˜o nume´rica do espalhamento, em sua maior parte h´ıbridos, iniciam a simulac¸a˜o a
partir da segunda fase (gravitacional-viscosa).
O modelo puramente lagrangiano de part´ıculas implementado neste trabalho e´ uma
alternativa para a soluc¸a˜o do problema do espalhamento do o´leo em condic¸o˜es teo´ricas
idealizadas de mar calmo, a partir da soluc¸a˜o das equac¸o˜es de conservac¸a˜o, com o emprego
do me´todo SPH. O estudo e´ direcionado ao entendimento da primeira fase do espalhamento,
ou gravitacional-inercial, para a qual na˜o ha´ no meio cient´ıﬁco registros do emprego de
me´todos puramente lagrangianos na previsa˜o do diaˆmetro da mancha do o´leo derramado.
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1.1 Objetivos
Esta pesquisa se desenvolveu visando atingir os seguintes objetivos:
Objetivo geral:
Propositura de um modelo matema´tico-nume´rico para o lanc¸amento de poluente em
mar calmo, baseado em um me´todo puramente lagrangiano de part´ıculas.
Objetivos espec´ıﬁcos:
1. Entender o espalhamento do o´leo em condic¸a˜o de mar calmo, independentemente
dos demais processos f´ısico-qu´ımicos ocorrentes;
2. Desenvolver e implementar um co´digo nume´rico, empregando o me´todo SPH, a
partir da modelagem matema´tico-nume´rica puramente lagrangiana, para a simulac¸a˜o
da fase gravitacional-inercial do espalhamento em mar calmo;
3. Veriﬁcar os resultados das simulac¸o˜es, a partir de resultados provenientes da soluc¸a˜o
das equac¸o˜es de Fay, visando a validac¸a˜o do modelo lagrangiano de part´ıculas
implementado.
1.2 Estrutura da Tese
Este primeiro cap´ıtulo conte´m uma breve introduc¸a˜o, apresentando as motivac¸o˜es e os
objetivos da pesquisa. A estrutura da Tese de Doutorado e´ tambe´m nele apresentada.
No cap´ıtulo 2, apresenta-se a revisa˜o bibliogra´ﬁca a respeito do problema do espa-
lhamento do o´leo em mar calmo e dos modelos eulerianos e lagrangianos cientiﬁcamente
empregados, a partir de 1960 ate´ a presente data, para seu estudo. Ainda neste cap´ıtulo,
encontra-se a revisa˜o bibliogra´ﬁca do me´todo lagrangiano de part´ıculas Smoothed Particle
Hydrodynamics, empregado no presente estudo.
O cap´ıtulo 3 apresenta a modelagem matema´tica do escoamento de ﬂuidos e transporte
de energia nas viso˜es euleriana e lagrangiana, esta a ser empregada neste trabalho na
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soluc¸a˜o do espalhamento do o´leo.
O cap´ıtulo 4 e´ dedicado a` apresentac¸a˜o do me´todo SPH e a`s diﬁculdades encontradas
em sua implementac¸a˜o nume´rica. Nele se discorre sobre seus fundamentos matema´ticos,
expresso˜es empregadas nas aproximac¸o˜es das equac¸o˜es de conservac¸a˜o e transporte de
energia, formas de tratamento dos contornos, equac¸a˜o de estado empregada para a previsa˜o
da pressa˜o, instrumentos nume´ricos implementados em trabalhos anteriores existentes na
literatura para a garantia da estabilidade e convergeˆncia (viscosidade artiﬁcial, pressa˜o ar-
tiﬁcial e XSPH), esquemas de integrac¸a˜o nume´rica de poss´ıvel aplicabilidade e restaurac¸a˜o
da consisteˆncia em regio˜es de contornos.
O cap´ıtulo 5 e´ dedicado aos testes de validac¸a˜o do co´digo nume´rico implementado. A
partir dos resultados existentes na literatura para os problemas da difusa˜o de calor em uma
placa plana homogeˆnea, de um reservato´rio em repouso contendo ﬂuido incompress´ıvel e
do colapso de uma barragem, foram efetuadas as veriﬁcac¸o˜es dos resultados nume´ricos
obtidos com o emprego do co´digo computacional.
O estudo nume´rico do espalhamento do o´leo em mar calmo e seus resultados sa˜o
apresentados e discutidos no cap´ıtulo 6.
No cap´ıtulo 7, sa˜o apresentadas as concluso˜es atingidas ao ﬁnal do estudo .
Considerac¸o˜es ﬁnais e sugesto˜es para trabalhos futuros compo˜em o cap´ıtulo 8.
Na sequeˆncia, sa˜o apresentadas as refereˆncias da literatura e os apeˆndices.
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A abordagem euleriana das equac¸o˜es de conservac¸a˜o da massa, balanc¸o da quanti-
dade de movimento e transporte de energia foi empregada nos primeiros modelos propostos
para o estudo do espalhamento do o´leo. Blokker apresentou um modelo que considerava
os efeitos da gravidade como motrizes para o espalhamento (Stolzenbach et al., 1977), [15].
Tambe´m foi considerada a perda de massa da mancha de o´leo, causada pelo processo de
evaporac¸a˜o. No entanto, negligenciava os efeitos da tensa˜o superﬁcial das forc¸as viscosas.
A equac¸a˜o da conservac¸a˜o da massa foi integrada sobre a a´rea da mancha, obtendo-se
uma expressa˜o para a taxa de variac¸a˜o do volume do o´leo derramado com o tempo. O
pesquisador propoˆs uma segunda equac¸a˜o ba´sica, baseada em uma hipo´tese emp´ırica para
a taxa de variac¸a˜o do diaˆmetro da mancha com o tempo. Entretanto, seus resultados na˜o
foram concordantes com os dados de campo, devido a` negligeˆncia das forc¸as viscosas e de
tensa˜o superﬁcial em sua modelagem.
Fay (1969), [13], realizou uma ana´lise f´ısica das forc¸as atuantes no espalhamento do
o´leo em um mar totalmente calmo, concluindo quais delas signiﬁcativamente atuavam ao
longo do processo. O pesquisador estimou o diaˆmetro da mancha de o´leo, apresentando
expresso˜es matema´ticas para o processo, dividido em treˆs fases distintas, onde as forc¸as
gravitacional, inercial, viscosa e de tensa˜o superﬁcial sa˜o as responsa´veis pelo movimento
do o´leo sobre a a´gua. Em suas considerac¸o˜es na˜o foram adicionados o cisalhamento na
superf´ıcie do o´leo devido a` ac¸a˜o do vento, as forc¸as advectivas e a difusa˜o turbulenta.
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Devido a` inexisteˆncia de ventos, correntes e ondas, a forma obtida para a mancha de
o´leo ao espalhar-se foi circular, em um deslocamento que apresentava uma simetria radial.
Dados de campo foram empregados na obtenc¸a˜o de coeﬁcientes de proporcionalidade
para as equac¸o˜es propostas para as treˆs fases do espalhamento. Os trabalhos de Fay
mostram-se de grande importaˆncia no estudo do espalhamento, tendo sido aperfeic¸oados
por outros pesquisadores ao longo das de´cadas, no que se refere a` implementac¸a˜o do efeito
dos ventos, que em condic¸o˜es reais, provoca o aparecimento de uma forma el´ıptica para a
mancha de o´leo.
Posteriormente, modelos h´ıbridos foram desenvolvidos, em que a modelagem do o´leo e´
efetuada pela aplicac¸a˜o da discretizac¸a˜o do o´leo por meio de part´ıculas e a soluc¸a˜o da
parte hidrodinaˆmica se faz geralmente por um me´todo euleriano com uso de malhas. Esta
classe de modelos de forma geral se baseiam na soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Langevin para a
previsa˜o das posic¸o˜es das part´ıculas de o´leo no tempo, conforme apresenta Guo et al.,
(2010), [16].
Modelos puramente lagrangianos de part´ıculas, que tratam o problema do espalha-
mento segundo uma visa˜o lagrangiana para as duas fases envolvidas (o´leo e a´gua), sa˜o
incipientes no meio cient´ıﬁco. Violeau et al. (2007), [17], e Yang e Liu (2013), [18],
apresentaram suas modelagens e resultados empregando essa abordagem para o caso da
contenc¸a˜o do derrame do o´leo por bo´ias ﬂutuantes.
A seguir, sera˜o apresentados os modelos anteriormente citados, ja´ empregados na
soluc¸a˜o do espalhamento do o´leo e a modelagem puramente lagrangiana empregando o
me´todo Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), proposta neste trabalho.
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2.1 Modelagem Euleriana
Segundo a visa˜o euleriana, as equac¸o˜es de conservac¸a˜o da massa e balanc¸o da quantidade
de movimento, sa˜o escritas no sistema de coordenadas polares da seguinte forma, [15]:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
∂h
∂t
+
1
r
∂ (rUh)
∂r
= − 1
ρo
(φs + φb),
∂U
∂t
+U
∂U
∂r
= −gΔw∂h
∂r
− τbr
ρoleoh
,
fn = σaw − σoa − σow.
(2.1)
Δw =
ρw − ρoleo
ρw
. (2.2)
onde:
h e´ a espessura local da mancha de o´leo
t e´ o tempo
r e´ a direc¸a˜o radial
U e´ a magnitude da velocidade radial do o´leo
ρoleo e´ a massa espec´ıﬁca do o´leo
ρw e´ a massa espec´ıﬁca da a´gua
g e´ a magnitude da acelerac¸a˜o da gravidade
τbr e´ a tensa˜o cisalhante na base da mancha de o´leo, na direc¸a˜o radial
fn e´ a forc¸a de tensa˜o superﬁcial resultante, por unidade de comprimento, atuando no
contorno lateral da mancha
σaw e´ a tensa˜o na superf´ıcie ar-a´gua
σoa e´ a tensa˜o na superf´ıcie o´leo-ar
σow e´ a tensa˜o na superf´ıcie o´leo-a´gua
φs e´ o ﬂuxo difusivo de o´leo para fora da superf´ıcie da mancha
φb e´ o ﬂuxo difusivo de o´leo para fora da base da mancha
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As considerac¸o˜es que garantem a validade das Eqs. (2.1) sa˜o:
• O o´leo e´ composto por um u´nico componente e possui massa espec´ıﬁca uniforme;
• Na˜o ha´ cisalhamento na superf´ıcie da mancha pela ac¸a˜o do vento;
• Os efeitos da forc¸a de Coriolis sa˜o desconsiderados;
• A mancha possui simetria radial.
O modelo a seguir fundamenta-se na abordagem euleriana para as equac¸o˜es de
conservac¸a˜o.
2.1.1 Modelo de Blokker
No modelo apresentado por Blokker, os efeitos da gravidade sa˜o considerados motrizes
para o espalhamento, [15]. A perda de massa do o´leo derramado por evaporac¸a˜o e´
considerada e os efeitos da tensa˜o superﬁcial e das forc¸as viscosas sa˜o neglicenciados.
A equac¸a˜o de conservac¸a˜o da massa foi integrada sobre a a´rea da mancha, resultando
na Eq. (2.3), que mostra a mudanc¸a no volume do o´leo derramado com o tempo:
dV
dt
= − 1
ρoleo
(φs + φb)π
D2
4
, (2.3)
onde:
D e´ o diaˆmetro da mancha
V e´ o volume do o´leo derramado
A segunda equac¸a˜o ba´sica do modelo de Blokker na˜o foi baseada na equac¸a˜o do balanc¸o
da quantidade de movimento, mas em uma hipo´tese puramente emp´ırica:
dD
dt
∼ (ρw−ρoleo)h ∼ (ρw−ρoleo) V
D2
. (2.4)
Com esta equac¸a˜o, Blokker tentou representar o espalhamento causado pelas forc¸as
gravitacionais. Pore´m, seus resultados na˜o foram concordantes com os dados de campo,
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pela negligeˆncia dos termos de tensa˜o superﬁcial e das forc¸as viscosas, [15].
A seguir sera˜o apresentados modelos denominados emp´ıricos, por terem empregado
resultados de experimentos para o ajuste das curvas que descrevem o espalhamento.
2.2 Modelagem Emp´ırica
2.2.1 Modelo de Fay
Fay (1969), [13], apresentou os resultados de seu estudo para o espalhamento do o´leo
em a´guas totalmente calmas. Sa˜o caracter´ısticas de seu modelo desconsiderar as perdas
de massa, o cisalhamento na superf´ıcie do o´leo (causado pela ac¸a˜o do vento), as forc¸as
advectivas e a difusa˜o turbulenta.
Fay realizou uma ana´lise f´ısica das forc¸as atuantes no espalhamento do o´leo, dividindo
o processo em treˆs fases, a seguir apresentadas:
1. No in´ıcio do espalhamento, logo apo´s o derrame, predomina a ac¸a˜o da forc¸a de
gravidade como motriz, balanceada pela forc¸a de ine´rcia, resistente ao movimento.
Esta primeira fase tem sua durac¸a˜o como uma func¸a˜o do volume do o´leo derramado,
sendo chamada de espalhamento gravitacional-inercial;
2. A segunda fase se inicia quando a espessura da mancha atinge um valor cr´ıtico,
momento a partir do qual o efeito das forc¸as viscosas sobrepo˜em o efeito das forc¸as de
ine´rcia, como efeito resistente ao movimento. Esta fase e´ denominada espalhamento
viscoso-gravitacional e pode durar semanas, em um derrame com um volume de
o´leo em proporc¸o˜es reais;
3. Na terceira fase, a espessura esta´ ta˜o ﬁna que a forc¸a de tensa˜o superﬁcial torna-se a
motriz, sendo balanceada pelas forc¸as viscosas. Esta fase e´ chamada de espalhamento
superﬁcial-viscoso.
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Na ana´lise de forc¸as atuantes no espalhamento, o pesquisador empregou a hipo´tese de
que, a` medida em que se espalha, o o´leo arrasta consigo uma ﬁna camada de a´gua. A
espessura da camada mais superﬁcial da a´gua foi deﬁnida como uma func¸a˜o da viscosidade
cinema´tica deste ﬂuido e do tempo. Essa viscosidade foi empregada na estimativa da
ordem de grandeza das forc¸as envolvidas na dispersa˜o horizontal do o´leo, [13].
Figura 2.1: Fases do espalhamento em mar calmo, segundo Fay,
para um vazamento de 10.000 toneladas de o´leo. Adaptada de [13].
A Figura 2.1 apresenta as fases do espalhamento em mar calmo segundo a visa˜o
de Fay, para o vazamento de dez mil toneladas de o´leo, com diaˆmetro inicial do volume
de 100 m.
Para o in´ıcio da primeira fase do espalhamento, considera-se o o´leo inicialmente em
repouso, com um volume cuja altura h e´ aproximadamente igual ao diaˆmetro D, [15].
Devido a` diferenc¸a de massas espec´ıﬁcas entre este ﬂuido e a a´gua, ocorre o colapso do
volume de o´leo, de forma similar ao problema cla´ssico da quebra da barragem. A borda
do volume de o´leo de diaˆmetro D se move com a velocidade:
dD
dt
∼
√
gΔwho, (2.5)
onde ho e´ a altura inicial do o´leo.
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Se a espessura me´dia da mancha, hm ∼ V /D2, substituir ho na Eq. (2.5), a taxa de
crescimento do diaˆmetro tornar-se-a´:
dD
dt
∼ 1
D
√
gΔwV , (2.6)
Que conduz a um diaˆmetro instantaˆneo:
D ∼ 4
√
ΔwgV t2. (2.7)
Esta fase do espalhamento dura ate´ o tempo t, na qual a altura do volume de o´leo,
em seu centro, comec¸a a decrescer devido a` necessidade de conservac¸a˜o da massa:
t =
√
ho
gΔw
, (2.8)
O diaˆmetro da mancha de o´leo no instante de tempo obtido atrave´s da Eq. (2.8) e´
empregado como inicial para o estudo da segunda fase do espalhamento.
A taxa de espalhamento para esta segunda fase e´:
dD
dt
∼ Δwghm
2
D
√
t
υw
, (2.9)
onde:
hm e´ a espessura me´dia da mancha
t e´ o tempo desde que se iniciou o espalhamento na primeira fase
υw e´ a viscosidade cinema´tica da a´gua
Substituindo-se a espessura me´dia da mancha (hm ∼ V /D2) na Eq. (2.9) e integrando-
a, obte´m-se uma aproximac¸a˜o para o diaˆmetro da mancha:
D ∼
(
Δw
gV 2√
υw
) 1
6
t
1
4 , (2.10)
A u´ltima fase (espalhamento superﬁcial-viscoso) ocorre quando a mancha se torna ﬁna
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o suﬁciente de tal forma que a tensa˜o superﬁcial torna-se dominante. O balanc¸o entre a
forc¸a de tensa˜o superﬁcial e as forc¸as viscosas conduzem a` taxa de espalhamento:
dD
dt
∼ fn
ρw
√
t
υw
1
D
, (2.11)
O diaˆmetro instantaˆneo da mancha tem como aproximac¸a˜o:
D ∼
(
fn
ρw
√
υw
) 1
2
t
3
4 . (2.12)
Fay (1971), [14], baseado em resultados experimentais, apresentou coeﬁcientes de
proporcionalidade para as Eqs. (2.7), (2.10) e (2.12), permitindo sua direta aplicac¸a˜o na
previsa˜o do diaˆmetro da mancha. A Tabela 2.1 apresenta resumo das equac¸o˜es propostas
pelo pesquisador, com os citados coeﬁcientes.
Tabela 2.1: Diaˆmetros da mancha nas sucessivas fases do espalhamento (segundo Fay).
Fase Forc¸a motriz Forc¸a retardadora Diaˆmetro da mancha
1 Gravitacional Inercial D = 2k1(ΔwgV t
2)
1
4
2 Gravitacional Viscosa D = 2k2
⎛
⎜⎜⎝V 2gΔwt
3
2
υ
1
2
w
⎞
⎟⎟⎠
1
6
3 Forc¸a superﬁcial Viscosa D = 2k3
(
fn
2t3
ρw2υw
)1
4
onde k1 = 1, 14; k2 = 1, 45 e k3 = 2, 30.
Adicionalmente aos resultados emp´ıricos apresentados na Tabela 2.1, Fay propoˆs que
as mudanc¸as nas propriedades qu´ımicas do o´leo exposto ao ambiente (intemperismo)
causam o eventual te´rmino do espalhamento e apresentou uma correlac¸a˜o, baseada em
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observac¸o˜es emp´ıricas, entre a a´rea ﬁnal da mancha, Af , e o volume do o´leo derramado.
Af(m
2) = 105V
3
4 (m3). (2.13)
onde Af e´ a a´rea ﬁnal da mancha.
As equac¸o˜es emp´ıricas de Fay se mostram adequadas ao tratamento do espalhamento
em mar calmo. Pore´m, seus resultados necessitam de aprimoramento em situac¸o˜es de
vazamentos reais (onde ha´ ventos, correntes e ondas). Nestas, o cisalhamento da superf´ıcie
da mancha pelo vento provoca a mudanc¸a da forma circular da mancha para uma forma
geome´trica el´ıptica. Na maioria dos casos relatados na literatura, as equac¸o˜es propostas
por Fay subestimaram a a´rea da mancha nos vazamentos em condic¸o˜es reais (Lehr et al.,
1984a, 1984b), [19] e [20].
Em situac¸o˜es reais, a simulac¸a˜o do espalhamento do o´leo e´ comumente realizada ate´ a
fase gravitacional-viscosa. Na u´ltima fase, a previsa˜o do espalhamento na˜o conduz a resul-
tados satisfato´rios, pois a ac¸a˜o dos ventos provoca a divisa˜o da mancha em outras menores.
2.2.2 Revisa˜o do Modelo de Fay
Devido a` na˜o considerac¸a˜o dos efeitos do vento, o espalhamento horizontal do o´leo
previsto pelas equac¸o˜es de Fay tem-se mostrado menor do que em condic¸o˜es reais de
vazamentos ([19] e [20]). De forma a considerar os efeitos dos ventos, estes pesquisadores
propuseram uma revisa˜o das equac¸o˜es propostas por Fay. Uma se´rie de testes foi realizada
em regio˜es do Golfo da Ara´bia adjacente a` linha de costa da Ara´bia Saudita. Os resultados
mostraram que a mancha de o´leo se espalha segundo uma forma na˜o radialmente sime´trica,
aproximadamente el´ıptica, cujo eixo maior e´ paralelo a` direc¸a˜o do vento. A partir da
comparac¸a˜o com dados de campo, veriﬁcaram que as equac¸o˜es de Fay subestimaram o
crescimento da mancha.
Considerando apenas a fase gravitacional-viscosa, foi proposta a estimac¸a˜o da a´rea da
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mancha pela seguinte equac¸a˜o, [19] e [20]:
Q = 1, 7Δ
1
3
wVb
1
3 t
1
4 , (2.14)
R = Q+ 0, 03V
4
3
w t
3
4 , (2.15)
Ae =
π
4
QR = 2, 27Δ
2
3
wV
2
3 t
1
2 + 0, 04Δ
1
3
wV
4
3
w t. (2.16)
onde:
Q e´ o comprimento do eixo menor da elipse (m)
R e´ o comprimento do eixo maior da elipse (m)
V b e´ o volume inicial do o´leo derramado (barris)
Vw e´ a velocidade do vento (no´s)
t e´ o tempo (min)
Ae e´ a a´rea da elipse (10
3 m2)
2.3 Modelos Hı´bridos
Nos dias atuais, muitas simulac¸o˜es de manchas de o´leo sa˜o baseadas em modelos
lagrangianos de part´ıculas. Algoritmos lagrangianos de part´ıculas que empregam o mo-
vimento browniano sa˜o os mais utilizados para a soluc¸a˜o do problema de transporte do
o´leo derramado. Para a aplicac¸a˜o de tais modelos para o poluente necessita-se do conheci-
mento de grandezas do escoamento da a´gua, que podem ser obtidas por uma modelagem
euleriana desta fase. Assim, caracteriza-se um modelo h´ıbrido, onde a modelagem da
a´gua e´ realizada de forma euleriana, enquanto a do poluente de acordo com a modelagem
lagrangiana.
Os modelos lagrangianos sa˜o geralmente baseados na hipo´tese de que a mancha pode
ser dividida em pequenas parcelas que na˜o interagem umas com outras. A trajeto´ria
destas parcelas e´ calculada a partir de uma velocidade total de arraste que e´ func¸a˜o da
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velocidade do vento e das correntes (Paladino, 2000), [21].
O o´leo e´ dividido em um conjunto discreto de part´ıculas de iguais massas (elementos
lagrangianos). Cada part´ıcula recebe as coordenadas que deﬁnem sua posic¸a˜o no espac¸o.
Assume-se que as part´ıculas discretas que representam o o´leo derramado sofrem advecc¸a˜o
(movimentando-se ao longo do corpo da a´gua) e difusa˜o (como resultado de um processo
randoˆmico - difusa˜o turbulenta).
Na Figura 2.2 esta˜o ilustrados o escoamento da a´gua e as part´ıculas lagrangianas, que
sa˜o acompanhadas no tempo.
Figura 2.2: Ponto material movendo-se no espac¸o transportando
propriedades f´ısicas (abordagem lagrangiana).
Representa-se o movimento da part´ıcula em um campo de velocidades, por um processo
de deslocamento aleato´rio que remonta ao estudo de Albert Einstein sobre o movimento
browniano. Nos Modelos Lagrangianos de Part´ıculas ou Modelos Estoca´sticos Lagrangia-
nos, o movimento da part´ıcula em um escoamento turbulento e´ ana´logo ao movimento
browniano. O deslocamento das part´ıculas e´ descrito a partir de uma parcela deter-
min´ıstica que representa a advecc¸a˜o e uma parcela aleato´ria representativa da difusa˜o
turbulenta.
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No movimento browniano, as mole´culas de um ﬂuido esta˜o em constante movimento e
colidindo umas com as outras. Por analogia, o movimento de part´ıculas pela difusa˜o tur-
bulenta consiste de uma se´rie de passos aleato´rios que pode ser estudado estatisticamente.
Quando tratada em termos estat´ısticos, a descric¸a˜o matema´tica do problema e´ baseada
em uma distribuic¸a˜o de probabilidade da posic¸a˜o das part´ıculas. Desta forma, cada
part´ıcula e´ tratada independentemente uma da outra, na˜o havendo correlac¸a˜o entre elas.
No modelo lagrangiano de part´ıculas, a difusa˜o molecular e´ desprez´ıvel quando compa-
rada com a difusa˜o turbulenta. O movimento das part´ıculas pode ser descrito matemati-
camente pela equac¸a˜o de Langevin.
2.4 Modelos Puramente Lagrangianos
Mais recentemente, passaram a ser empregados modelos puramente lagrangianos, que
tratam tanto a parte hidrodinaˆmica, quanto o poluente segundo a visa˜o lagrangiana.
A seguir, sa˜o apresentadas algumas vantagens da utilizac¸a˜o desse tipo de modelo em
relac¸a˜o aos modelos h´ıbridos:
• Simplicidade computacional;
• Na˜o necessitam de malhas;
• Facilidade no tratamento de superf´ıcies livres e mudanc¸as topolo´gicas. Quando estas
ocorrem na˜o ha´ necessidade de proceder ao custoso trabalho de remalhamento;
• Menor custo computacional em geometrias complexas;
• Na˜o sa˜o produzidas oscilac¸o˜es nume´ricas nem concentrac¸o˜es negativas.
O me´todo de interpolac¸a˜o SPH, quando aplicado aos escoamentos tanto da a´gua
quanto do o´leo, caracteriza um destes modelos puramente lagrangianos, sendo a proposta
deste trabalho o seu emprego para a simulac¸a˜o do espalhamento do o´leo.
UFES-PPGEA
CAPI´TULO 2. REVISA˜O BIBLIOGRA´FICA 45
Na sequeˆncia, sera´ apresentada a revisa˜o bibliogra´ﬁca do me´todo Smoothed Particle
Hydrodynamics.
2.4.1 Smoothed Particle Hydrodynamics
A Dinaˆmica dos Fluidos Computacional propo˜e me´todos para a soluc¸a˜o nume´rica das
equac¸o˜es de conservac¸a˜o da massa e da energia, e do balanc¸o da quantidade de movimento.
Dentre os me´todos nume´ricos que conduzem a`s soluc¸o˜es nume´ricas almejadas, poucos
conduzem a resultados satisfato´rios, quando aplicados aos escoamentos com superf´ıcies
livres. Problemas com interfaces mo´veis sa˜o um problema para o emprego de me´todos
que utilizam malhas. Os me´todos que discretizam o domı´nio por meio de uma malha ﬁxa
no espac¸o apresentam diﬁculdades na captura das superf´ıcies livres dos ﬂuidos que sa˜o
dinaˆmicas e sofrem alterac¸o˜es ao longo do tempo, conduzindo a` necessidade de criac¸a˜o de
uma nova malha a cada novo instante de tempo. Por outro lado, me´todos lagrangianos
com malhas na˜o-estruturadas, que se movimentam com o ﬂuido, tambe´m apresentam diﬁ-
culdades na captura das superf´ıcies livres, principalmente quando essas sofrem mudanc¸as
topolo´gicas (quando se utiliza um me´todo com malha, tem-se o trabalho adicional de
gera´-la novamente toda vez que ocorre uma alterac¸a˜o nas fronteiras).
Um dos me´todos que conduz a uma soluc¸a˜o satisfato´ria para o problema de escoamento
com superf´ıcie livre, ou interface, e que vem sendo cada vez mais empregado e´ o me´todo
puramente lagrangiano sem malhas SPH. O me´todo discretiza facilmente geometrias
complexas, reﬁna mais facilmente o domı´nio e captura facilmente superf´ıcies livres e suas
mudanc¸as topolo´gicas. A discretizac¸a˜o do domı´nio e´ realizada por um conjunto ﬁnito
de part´ıculas de ﬂuido e, para a obtenc¸a˜o dos resultados nume´ricos para as grandezas
relevantes do sistema (massa espec´ıﬁca, velocidade, acelerac¸a˜o etc.) utiliza-se uma func¸a˜o
de suavizac¸a˜o que funciona como uma func¸a˜o de interpolac¸a˜o. Interpolando-se pondera-
damente os valores das grandezas de interesse nas part´ıculas vizinhas (deﬁnidas dentro de
um domı´nio de inﬂueˆncia) sa˜o obtidos os valores das grandezas f´ısicas em cada part´ıcula
individualmente.
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Como o SPH utiliza part´ıculas lagrangianas, a conservac¸a˜o da massa e´ garantida. Ele
pode ser utilizado para a simulac¸a˜o de escoamentos de ﬂuidos compress´ıveis e incom-
press´ıveis, newtonianos e na˜o-newtonianos.
Na a´rea ambiental, o conhecimento das grandezas f´ısicas relacionadas ao transporte
do poluente e´ de fundamental importaˆncia. Por exemplo, a simulac¸a˜o computacional
permite a previsa˜o das velocidades das part´ıculas dos poluentes, bem como as posic¸o˜es
que as mesmas ocupara˜o ao longo do tempo, permitindo a adoc¸a˜o de medidas contentoras
da dispersa˜o dos mesmos nas a´reas afetadas. Para isso, os resultados nume´ricos devem
ser consistentes e descritivos do fenoˆmeno real. O me´todo lagrangiano sem malhas SPH
vem sendo aplicado para esse ﬁm, conduzindo a resultados nume´ricos mais precisos que
outros me´todos que utilizam malhas para a discretizac¸a˜o do domı´nio. A partir do pro´ximo
para´grafo, estara´ sendo apresentada uma revisa˜o bibliogra´ﬁca do me´todo, para aplicac¸o˜es
em Dinaˆmica dos Fluidos Computacional.
Originalmente, o SPH foi desenvolvido no ﬁnal da de´cada de 70 do se´culo XX, por
Lucy (1977) e Monaghan e Gingold (1977), [22] e [23], para a modelagem de fenoˆmenos
astrof´ısicos. Com o passar do tempo, sua aplicac¸a˜o estendeu-se a`s a´reas da mecaˆnica dos
so´lidos e dos ﬂuidos em vasta gama de aplicac¸o˜es, devido a` sua habilidade de incorporar
a complexidade dos problemas f´ısicos. Especialmente, devido a`s complexas geometrias
envolvidas, em problemas com superf´ıcies livres e com interac¸o˜es ﬂuido-estrutura, o
me´todo tem atra´ıdo cada vez um maior nu´mero de pesquisas.
Monaghan (1994), [24], realizou as primeiras simulac¸o˜es para escoamentos de ﬂuidos
compress´ıveis com superf´ıcies livres, no problema do colapso de uma barragem. Em seu
trabalho, o autor empregou as equac¸o˜es de conservac¸a˜o da massa e balanc¸o da quantidade
de movimento, num domı´nio discretizado por part´ıculas, juntamente com uma equac¸a˜o
de estado para previsa˜o da pressa˜o e condic¸o˜es de contornos repulsivas (em uma analogia
a`s forc¸as moleculares de Lennard-Jones), obtendo resultados nume´ricos concordantes com
os alcanc¸ados experimentalmente.
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Colagrossi e Landrini (2003), [25], estudaram a quebra da barragem efetuando a
modelagem da interface a´gua/ar. As equac¸o˜es de conservac¸a˜o foram solucionadas, com a
aplicac¸a˜o da reinicializac¸a˜o da massa espec´ıﬁca periodicamente e da viscosidade artiﬁcial
(para atenuar as oscilac¸o˜es nume´ricas). Os resultados mostraram-se concordantes com os
existentes na literatura.
Lo e Shao (2002), [26], simularam ondas mecaˆnicas solita´rias pro´ximas a` costa, uti-
lizando um me´todo SPH para ﬂuidos incompress´ıveis. A previsa˜o da pressa˜o para as
part´ıculas foi realizada pela equac¸a˜o de Poisson e a modelagem da turbuleˆncia pelo
LES (Simulac¸a˜o Nume´rica das Grandes Escalas). O tratamento dos contornos utilizou
part´ıculas-espelho ﬁxadas nas paredes associadas a part´ıculas virtuais, em posic¸o˜es exteri-
ores ao domı´nio. A identiﬁcac¸a˜o das part´ıculas na superf´ıcie livre foi realizada a partir
da ﬂutuac¸a˜o de suas massas espec´ıﬁcas. Na superf´ıcie livre, esta propriedade apresenta
diminuic¸a˜o, pois na˜o existem outras part´ıculas sobre as que esta˜o formando esta regia˜o do
domı´nio. Caso uma part´ıcula viesse a apresentar uma ﬂutuac¸a˜o em sua massa espec´ıﬁca
maior que 1% em relac¸a˜o a`s sofridas pelas part´ıculas no interior do ﬂuido, era identiﬁcada
como pertencente a` superf´ıcie e era lhe atribu´ıda a pressa˜o nula (condic¸a˜o de contorno
de Dirichlet). Pela aplicac¸a˜o do modelo nume´rico para a quebra, run-up e run-down das
ondas solita´rias, foram alcanc¸ados resultados com boa concordaˆncia com os experimentais,
tomados como refereˆncia.
Shao e Gotoh (2004), [27], desenvolveram um modelo nume´rico baseado no SPH, com
tratamento da turbuleˆncia realizado pelo LES para a investigac¸a˜o da interac¸a˜o das ondas
com um quebramar ﬂutuante do tipo curtain-wall, instalado com o objetivo de reduzir
a altura da onda incidente e proteger a linha de costa. A modelagem matema´tica foi
realizada atrave´s das equac¸o˜es de Navier-Stokes. Part´ıculas mo´veis foram empregadas
para simular o quebramar, que se movimentou a partir da ac¸a˜o das ondas, ao mesmo
tempo que part´ıculas ﬁxas foram utilizadas na simulac¸a˜o do leito, evitando a penetrac¸a˜o
do ﬂuido no contorno inferior. Os perﬁs de onda e as forc¸as hidrodinaˆmicas obtidos como
resultados mostraram boa concordaˆncia com os relatados na literatura.
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Shao (2006), [28], Shao estudou a quebra e o overtopping da onda para um ﬂuido in-
compress´ıvel sobre uma parede inclinada, mediante a soluc¸a˜o das equac¸o˜es da conservac¸a˜o
da massa e balanc¸o da quantidade de movimento. Foram empregados a equac¸a˜o de
Poisson para a previsa˜o do campo de presso˜es e a modelagem da turbuleˆncia pelo modelo
κ-epsilon. O rastreamento das part´ıculas na superf´ıcie livre foi efetuado a partir da ana´lise
da ﬂutuac¸a˜o das massas espec´ıﬁcas. No que diz respeito aos contornos so´lidos, foram
ﬁxadas part´ıculas no leito e em uma parede inclinada, que impediram que as part´ıculas de
ﬂuido ultrapassassem as fronteiras. Uma forc¸a de repulsa˜o entre as part´ıculas de contornos
e de ﬂuido, segundo um par ac¸a˜o e reac¸a˜o, foi implementada. Uma boa concordaˆncia entre
os resultados alcanc¸ados nas simulac¸o˜es e dados nume´ricos e experimentais conduziram a`
validac¸a˜o do modelo para o problema apresentado.
Shao e Ji (2006), [29], utilizaram o LES e o modelo de Smagorinsky, juntamente com
uma escala de sub-part´ıculas bidimensional (SPS), para o estudo da turbuleˆncia na quebra
de ondas mergulhantes. A modelagem nume´rica implementada com o SPH conduziu a
resultados concordantes com dados da literatura e com os obtidos com a utilizac¸a˜o do
modelo κ-epsilon, mostrando-se melhores que os alcanc¸ados com o emprego do modelo
RANS (Reynolds-Averaged Navier-Stokes Equations).
Cleary e Prakash (2004), [30], mostraram o potencial de aplicac¸a˜o do me´todo SPH
em treˆs dimenso˜es. Foram realizadas simulac¸o˜es de uma inundac¸a˜o causada pela ruptura
de uma barragem, da gerac¸a˜o de uma onda de tsunami por um batedor de ondas e a
consequente inundac¸a˜o da linha de costa pela mesma, do escoamento de lava de um
vulca˜o e de um deslizamento de terra a partir do pico de uma montanha. Os autores
apontaram para as vantagens do me´todo de part´ıculas sem malhas e algumas de suas
poss´ıveis aplicac¸o˜es.
Gomez-Gesteira e Dalrymple (2003), [31], empregaram um me´todo SPH tridimensional
no estudo do impacto das ondas sobre uma estrutura. Os autores analisaram a propagac¸a˜o
de uma onda longa e a forc¸a por ela exercida sobre uma estrutura so´lida vertical. o
domı´nio consistia de um tanque com uma estrutura so´lida localizada em seu interior, onde
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ocorria a ruptura de uma barragem. Velocidades e forc¸as foram obtidos numericamente e
mostraram boa concordaˆncia com experimentos de laborato´rio, mostrando que o me´todo
SPH pode ser utilizado com eˆxito para estudar problemas de ondas tridimensionais, como
as relacionadas com a colisa˜o entre ondas e estruturas. O emprego de co´digos nume´ricos
paralelos foi sugerido pelos autores como forma de se obter uma execuc¸a˜o computacional
mais ra´pida.
O me´todo SPH foi empregado por Iglesias et al. (2004), [32], para projetar tanques
de estabilizac¸a˜o para navios de pesca. O l´ıquido no interior do tanque sofre o fenoˆmeno
do sloshing e a escolha de um me´todo sem malhas para o estudo do problema se deve
a` grande deformac¸a˜o sofrida pela superf´ıcie livre. As equac¸o˜es de Navier-Stokes foram
empregadas na modelagem do ﬂuido. Um modelo de colisa˜o inela´stica foi implementado
para as coliso˜es entre o ﬂuido e as paredes do tanque. Os resultados das simulac¸o˜es
foram concordantes com testes experimentais. Apesar dos resultados promissores, os
pesquisadores alertaram da necessidade de uma mais profunda investigac¸a˜o cient´ıﬁca no
que se refere a`s condic¸o˜es de contorno aplicadas, a` condic¸a˜o de incompressibilidade do
ﬂuido e ao emprego da viscosidade artiﬁcial. Simulac¸o˜es de problemas de agitac¸a˜o de
ﬂuidos (sloshing) utilizando o me´todo SPH sa˜o bastante promissoras e diversos pesquisa-
dores apresentaram resultados sobre o tema recentemente Itibar et al. (2012) e Cao et al.
(2014), [33] e [34].
Ghazali e Kamsin (2008), [35], realizaram uma modelagem de risco de inundac¸a˜o com
simulac¸a˜o em tempo real. O problema da inundac¸a˜o e´ um dos principais sofridos pelos
malasianos, da´ı a importaˆncia e a motivac¸a˜o do estudo realizado. Os autores simularam
a inundac¸a˜o ocorrida em Kuala Lumpur (capital da Mala´sia), em Junho de 2007, em 3
dimenso˜es. Uma das limitac¸o˜es encontradas foi o consumo de memo´ria computacional, o
que os fez restringir a uma a´rea a` poss´ıvel de ser simulada utilizando doze mil part´ıculas -
ma´ximo nu´mero empregado nas simulac¸o˜es. Concluiu-se sobre a aplicabilidade do SPH
ao problema da inundac¸a˜o, sendo pore´m necessa´rio o emprego de um hardware capaz de
simular maiores a´reas.
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Bui et al. (2007), [36], implementaram um modelo nume´rico para a interac¸a˜o entre
o solo e a a´gua. O ﬂuido foi considerado viscoso e compress´ıvel e o solo um material
elasto-pla´stico perfeito. Foram realizadas simulac¸o˜es de escavac¸a˜o do solo seco e saturado
por um jato de a´gua. Os resultados demonstraram que a grande deformac¸a˜o sofrida e
as descontinuidades do solo podem ser tratadas pelo SPH sem diﬁculdades. O efeito da
pressa˜o da a´gua nos poros e a forc¸a de inﬁltrac¸a˜o podem tambe´m ser simulados atrave´s
do SPH. Os resultados nume´ricos na˜o foram validados com dados experimentais, pore´m,
foram encorajadores. As vantagens apresentadas que justiﬁcam o uso do me´todo no estudo
foram a robustez, a simplicidade conceitual, a facilidade de incorporar novos conceitos
f´ısicos e, principalmente, o potencial para lidar com grandes deformac¸o˜es e falhas.
O me´todo foi aplicado, adicionalmente, na simulac¸a˜o de escoamentos em meios porosos.
Zhu et al. (1999), [37], apresentaram um modelo nume´rico na escala dos poros para
escoamentos bidimensionais de ﬂuidos monofa´sicos. Neste estudo, o meio poroso era
composto espacialmente por quadrados perio´dicos e arranjos hexagonais de cilindros.
Os resultados encontrados mostraram uma boa concordaˆncia com as soluc¸o˜es obtidas
atrave´s da aplicac¸a˜o da modelagem por elementos ﬁnitos e outras soluc¸o˜es encontradas
na literatura. Shao (2010), [38], utilizou um me´todo SPH para ﬂuidos incompress´ıveis
(denominado ISPH) para simular a interac¸a˜o entre ondas e meios porosos. A presenc¸a do
meio poroso foi implementada atrave´s da adic¸a˜o de termos referentes a forc¸as de fricc¸a˜o
a`s equac¸o˜es de Navier-Stokes, empregadas na modelagem do escoamento. O modelo
implementado foi validado atrave´s da simulac¸a˜o de ondas solita´rias e regulares sendo
amortecidas por um leito poroso e por ondas solita´rias interagindo com um quebramar
submerso coberto por um material com poros. Os resultados obtidos apontam para a
utilizac¸a˜o do me´todo ISPH como uma promissora ferramenta de simulac¸a˜o para aplicac¸o˜es
costeiras.
No estudo da difusa˜o de calor, o SPH tem sido amplamente apresentado na literatura,
com diferentes abordagens no que se refere a` modelagem nume´rica utilizada. Jeong et
al. (2003), [39], efetuaram a decomposic¸a˜o de uma equac¸a˜o diferencial parcial (EDP) de
segunda ordem em duas EDP’s de primeira ordem e empregaram part´ıculas-fantasma
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para o tratamento dos contornos. Os resultados obtidos com o emprego do algoritmo
proposto pelos autores apresentou boa concordaˆncia com soluc¸o˜es obtidas analiticamente
e pelo me´todo das diferenc¸as ﬁnitas, para problemas uni ou bidimensionais, respectiva-
mente. Cleary e Monaghan (1999), [40] , propuseram uma pequena alterac¸a˜o em relac¸a˜o
a` modelagem SPH padra˜o, no que se refere a` predic¸a˜o do ﬂuxo de calor nos contornos.
Os resultados encontrados foram concordantes com os fornecidos pela soluc¸a˜o exata.
Chen et al. (1999), [41], mostraram a inﬂueˆncia dos contornos nos resultados obtidos
pelo SPH nos problemas de conduc¸a˜o de calor e propuseram um me´todo de correc¸a˜o
para as aproximac¸o˜es SPH em posic¸o˜es pro´ximas a`s fronteiras, a partir da expansa˜o da
se´rie de Taylor. Este me´todo e´ conhecido como CSPM (Corrective Smoothed Particle
Method). Rook et al. (2003), [42], utilizaram um operador laplaciano para o estudo da
difusa˜o de calor em um domı´nio bidimensional em regime transiente. Duas formulac¸o˜es,
uma expl´ıcita e outra impl´ıcita foram usadas nas simulac¸o˜es nume´ricas, assim como a
te´cnica de integrac¸a˜o de Crank-Nicolson. Os resultados das simulac¸o˜es utilizando o SPH
mostraram boa concordaˆncia com os obtidos pelo me´todo dos volumes ﬁnitos. Schwaigher
(2008), [43], apresentou uma nova formulac¸a˜o corrigida para o operador laplaciano, de
forma a minimizar os erros nas regio˜es pro´ximas aos contornos, onde a inconsisteˆncia
para as propriedades aproximadas com o emprego da modelagem com o SPH e´ notada. O
autor mostrou a reduc¸a˜o dos erros nas aproximac¸o˜es das propriedades f´ısicas, quando foi
implementado o operador laplaciano corrigido.
Vorobyev (2013), [44], apresentou resultados para o problema hidrosta´tico de um
reservato´rio preenchido por um ﬂuido uniforme, incompress´ıvel e isote´rmico. Inicialmente,
as part´ıculas foram dispostas de forma equidistantes no domı´nio bidimensional, com a
deﬁnic¸a˜o de suas massas espec´ıﬁcas e presso˜es, que permaneceram constantes na simulac¸a˜o.
O tratamento dos contornos foi realizado com o emprego de part´ıculas-fantasmas, ﬁ-
xadas nas paredes do reservato´rio que, ao interagirem com as part´ıculas de ﬂuido, as
repeliam pela ac¸a˜o de uma forc¸a calculada atrave´s de uma analogia a` forc¸a molecular de
Lennard-Jones. Os resultados encontrados com o emprego do SPH mostraram a mudanc¸a
das posic¸o˜es das part´ıculas (uma descida vagarosa) devido a` ac¸a˜o da forc¸a gravitacional.
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Visando amortecer as oscilac¸o˜es nas posic¸o˜es dos elementos lagrangianos, o pesquisador
propoˆs distintas modelagens para o termo viscoso da equac¸a˜o do balanc¸o da quantidade
de movimento. Foi adicionada a viscosidade artiﬁcial a esta equac¸a˜o, obtendo-se como
resultado o amortecimento das oscilac¸o˜es nume´ricas e a estabilizac¸a˜o da superf´ıcie livre do
ﬂuido, pore´m na˜o se impedindo a oscilac¸a˜o das posic¸o˜es das part´ıculas no reservato´rio. Em
uma segunda modelagem, foi implementada a modelagem laminar para o termo viscoso
da equac¸a˜o do balanc¸o da quantidade de movimento, como proposta por Morris et al.
(1997), [45]. Veriﬁcou-se haver um amortecimento nas oscilac¸o˜es, mas na˜o o suﬁciente
para extingui-las. Vorobyev ainda empregou uma terceira modelagem que combinava as
duas anteriores, pore´m sem ainda alcanc¸ar resultados precisos no que se refere ao na˜o
movimento das part´ıculas no interior do reservato´rio, mesmo apo´s o te´rmino do regime
transiente.
No que se refere ao estudo do derramamento e espalhamento do o´leo no mar, trata-se
de assunto ainda incipiente com o emprego do SPH. Trabalhos pioneiros foram recen-
temente publicados, entre os quais o de Violeau et al. (2007), [17], que apresentou
modelagem visando a contenc¸a˜o daquele poluente com o emprego de bo´ias ﬂutuantes. Um
modelo nume´rico para um ﬂuido multifa´sico e turbulento foi implementado. Dispositivo
experimental foi utilizado para obtenc¸a˜o de dados empregados na validac¸a˜o do co´digo
computacional. Dois tipos de escoamentos turbulentos foram estudados, quais sejam:
estaciona´rio em canal aberto e ondas regulares em uma calha. Para ambos os me´todos, o
risco de vazamento foi mensurado. Os resultados nume´ricos do escoamento turbulento
em regime estaciona´rio apresentaram boa concordaˆncia com os experimentais. Pore´m,
uma maior quantidade de testes deve ser efetuada para uma estimativa mais precisa de
paraˆmetros como a velocidade cr´ıtica e o efeito da profundidade da a´gua no vazamento
do o´leo. Ainda devem ser investigados o efeito da implementac¸a˜o de um modelo de
fechamento da turbuleˆncia, como o κ-epsilon, a ac¸a˜o das ondas e correntes, bem como
ser realizada a modelagem da tensa˜o superﬁcial. Para o segundo tipo de escoamento
turbulento, na˜o foi poss´ıvel a validac¸a˜o dos resultados.
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Yang e Liu (2013), [18], modelaram a contenc¸a˜o do vazamento de o´leo por bo´ias ﬂutu-
antes, empregando um me´todo SPH modiﬁcado, incluindo um novo kernel proposto pelos
autores, o emprego de equac¸o˜es para um escoamento bifa´sico e um peculiar tratamento
dos contornos. Resultados qualitativos foram encontrados, permitindo-se concluir que a
falha na contenc¸a˜o acontece principalmente quando esta˜o envolvidos o´leos pesados, altas
velocidades da bo´ia e aˆngulo negativo de sua saia, bem como quando ha´ presenc¸a de
ondas.
A modelagem puramente lagrangiana de part´ıculas e o me´todo SPH ainda na˜o foram
empregados no estudo do espalhamento do o´leo. Durante a ocorreˆncia deste processo
de transporte e´ de fundamental importaˆncia a previsa˜o das posic¸o˜es e velocidades do
poluente para a adoc¸a˜o de medidas de contenc¸a˜o e preservac¸a˜o ambiental. O presente
trabalho propo˜e o desenvolvimento e implementac¸a˜o de um co´digo computacional que
empregue esta modelagem, juntamente com o me´todo SPH, e seja capaz de prever o
alcance do hidrocarboneto ao longo do tempo (inicialmente para o estudo da primeira fase
do espalhamento, na condic¸a˜o de mar calmo). Almeja-se que o co´digo computacional se
torne uma alternativa a`s ferramentas computacionais existentes (co´digos que empregam,
em sua maioria, a modelagem euleriana-lagrangiana) para a simulac¸a˜o do espalhamento
do o´leo.
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Cap´ıtulo 3
Modelagem Matema´tica
A modelagem matema´tica do escoamento de ﬂuidos e transporte de energia e´ efetuada
pelas equac¸o˜es de conservac¸a˜o da massa, balanc¸o da quantidade de movimento e con-
servac¸a˜o da energia. O escoamento do ﬂuido e´ descrito por um campo de velocidades,
um campo de massas espec´ıﬁcas e um campo de presso˜es. A distribuic¸a˜o de energia e´
descrita por um campo de temperaturas.
A evoluc¸a˜o dos campos de massas espec´ıﬁcas, velocidades e energia ao longo do tempo
e´ deﬁnida, segundo a visa˜o lagrangiana, pelas Eqs. (3.1), (3.2) e (3.3) - conservac¸a˜o da
massa, balanc¸o da quantidade de movimento e conservac¸a˜o da energia, respectivamente,
a seguir apresentadas:
Dρ
Dt
+ ρ∇.→v = 0, (3.1)
onde:
ρ e´ a massa espec´ıﬁca
→
v e´ a velocidade
ρ
D
→
v
Dt
= −∇P + μ∇2 →v −2
3
∇
(
μ∇.→v
)
+ ρ
→
g , (3.2)
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onde:
P e´ a pressa˜o absoluta
μ e´ a viscosidade absoluta
→
g e´ a acelerac¸a˜o da gravidade
μ∇2 →v sa˜o as forc¸as viscosas, por unidade de volume
∇P e´ a forc¸a devida a` pressa˜o, por unidade de volume
ρ
→
g e´ forc¸a devido a` gravidade, por unidade de volume
ρ
De
Dt
= −P (∇.→v) + εv +∇ · (K∇T ) + q˙. (3.3)
onde:
e e´ a energia interna espec´ıﬁca
εv e´ a taxa de dissipac¸a˜o de energia, por unidade de volume
K e´ a condutibilidade te´rmica
T e´ a temperatura absoluta
P (∇.→v) e´ a taxa de trabalho devido a`s forc¸as de pressa˜o, por unidade de volume
∇ · (K∇T ) e´ a taxa de calor gerado devido a` difusa˜o, por unidade de volume
q˙ e´ a taxa de calor fornecido pela fonte, por unidade de volume
As equac¸o˜es anteriores esta˜o escritas para um ﬂuido newtoniano.
Efetuando-se ana´lise das equac¸o˜es de conservac¸a˜o, em um domı´nio 3D:
• A lei da conservac¸a˜o da massa e´ composta por uma equac¸a˜o, que apresenta uma
u´nica inco´gnita: a massa espec´ıﬁca.
• O balanc¸o da quantidade de movimento e´ constitu´ıdo por treˆs equac¸o˜es (uma em
cada direc¸a˜o cartesiana), apresentando quatro inco´gnitas: as treˆs componentes
da velocidade e a pressa˜o (viscosidade absoluta e acelerac¸a˜o da gravidade sa˜o
consideradas conhecidas e constantes). Para que possa ser solucionada, e´ empregada
uma equac¸a˜o de estado para o ca´lculo da pressa˜o, apresentada na pro´xima sec¸a˜o.
UFES-PPGEA
CAPI´TULO 3. MODELAGEM MATEMA´TICA 56
• Existem duas inco´gnitas na lei da conservac¸a˜o da energia: a energia espec´ıﬁca
e a temperatura. A condutibilidade te´rmica, o termo de dissipac¸a˜o de energia
por unidade de volume e o calor gerado pelas fontes, por unidade de volume, sa˜o
considerados constantes e conhecidos. Desta forma, teˆm-se uma equac¸a˜o e duas
inco´gnitas. A energia interna espec´ıﬁca precisa ser modelada, como apresentado na
sec¸a˜o 3.2, para que possa ser solucionada a Eq. (3.3).
3.1 Modelagem da Pressa˜o
3.1.1 Equac¸a˜o de Estado
O ﬂuido compress´ıvel e´ aproximado a um ﬂuido incompress´ıvel por meio de uma
modelagem de ﬂuido quase-compress´ıvel, e a pressa˜o e´ calculada atrave´s de uma equac¸a˜o
de estado, conhecida como equac¸a˜o de Tait, sugerida em Batchelor (2000), [46]:
P = B
((
ρ
ρo
)γ
− 1
)
, (3.4)
onde:
B e´ o termo relacionado a`s ﬂutuac¸o˜es das massas espec´ıﬁcas do ﬂuido
ρo e´ a massa espec´ıﬁca de repouso do ﬂuido
Ma e´ o nu´mero de Mach
γ=7
Para que a equac¸a˜o de Tait possa ser aplicada na previsa˜o do campo de presso˜es do
ﬂuido, o valor ma´ximo do nu´mero de Mach deve ser 0,1.
Ma =
v
c
≤ 0, 1. (3.5)
onde:
v e´ a magnitude da velocidade do escoamento
c e´ a magnitude da velocidade de propagac¸a˜o do som no ﬂuido
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Na modelagem matema´tica empregada nesta Tese de Doutorado, tambe´m foi empre-
gado o conceito da pressa˜o modiﬁcada, apresentado a seguir.
3.1.2 Pressa˜o Modiﬁcada
Batchelor (2000), [46], introduziu o conceito da pressa˜o modiﬁcada, deﬁnido como a
parte remanescente da pressa˜o que supera a parcela suﬁciente para balancear a ac¸a˜o da
forc¸a gravitacional, provocando o movimento do ﬂuido. A Eq. (3.6) o apresenta de forma
matema´tica:
P mod = (P − P0)− ρg(H − y), (3.6)
onde:
P mod e´ a pressa˜o modiﬁcada
y e´ a ordenada da posic¸a˜o ocupado pelo ﬂuido
O emprego da pressa˜o modiﬁcada altera a forma da equac¸a˜o do balanc¸o da quantidade
de movimento:
ρ
D
→
v
Dt
= −∇P mod + μ∇2 →v . (3.7)
Este conceito pode ser aplicado para casos de esta´tica ou dinaˆmica de ﬂuidos. Em
situac¸o˜es de hidrosta´tica a pressa˜o modiﬁcada e´ nula. Ja´ em casos dinaˆmicos, e´ a diferenc¸a
entre a pressa˜o dinaˆmica do ﬂuido e o termo ρg(H − y).
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3.2 Modelagem da Energia Interna Espec´ıﬁca
Para escoamentos de ﬂuidos incompress´ıveis, deﬁne-se o calor espec´ıﬁco a volume
constante (cv):
cv ≡
(
∂e
∂T
)
v
, (3.8)
Observada a considerac¸a˜o anterior, a energia interna espec´ıﬁca e´ func¸a˜o apenas da
temperatura, o que conduz a` relac¸a˜o:
cv =
De
DT
⇒ De = cvDT. (3.9)
3.3 Condic¸o˜es iniciais e de contorno
Em um problema de valor inicial, especiﬁcam-se os valores da func¸a˜o e de suas
derivadas no instante inicial (t0).
Quando sa˜o impostas condic¸o˜es sobre o valor da func¸a˜o e de suas derivadas nas
fronteiras temos um problema de contorno. Normalmente, a soluc¸a˜o de um sistema de
equac¸o˜es diferenciais requer o conhecimento de condic¸o˜es iniciais e de contorno.
As condic¸o˜es de contorno podem ser deﬁnidas pela equac¸a˜o:
E
∂Ψ(XΓ)
∂nΨ
+ FΨ(XΓ) = G(XΓ). (3.10)
onde:
Γ e´ a fronteira
XΓ e´ um ponto pertencente a` fronteira
Ψ(XΓ) e´ a propriedade f´ısica na posic¸a˜o (XΓ)
nΨ e´ a direc¸a˜o normal a` fronteira
E e F sa˜o constantes
G(XΓ) e´ uma func¸a˜o na posic¸a˜o (XΓ)
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As condic¸o˜es de contorno podem ser de treˆs tipos:
1. Condic¸a˜o de contorno de Dirichlet, na qual os valores da func¸a˜o sa˜o conhecidos nas
fronteiras do problema:
FΨ(XΓ) = Cte, (3.11)
onde Cte e´ um valor conhecido no contorno.
2. Condic¸a˜o de contorno de Neumann, quando nas fronteiras se conhecem os valores
da derivada primeira da func¸a˜o:
E
∂Ψ(XΓ)
∂nΨ
= G(XΓ). (3.12)
3. Condic¸a˜o de contorno de Robin ou mista, onde sa˜o conhecidos valores da func¸a˜o e
de suas derivadas nas fronteiras. Neste caso, a Eq. (3.10) na˜o sofre simpliﬁcac¸o˜es.
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Cap´ıtulo 4
Modelagem SPH para as Equac¸o˜es
de Conservac¸a˜o
4.1 Fundamentos do Me´todo SPH
O me´todo SPH e´ fundamentado na identidade matema´tica va´lida para uma func¸a˜o
f(X) deﬁnida e cont´ınua em todo o domı´nio:
f(X) =
∫
Ω
f(X ′)δ(X −X ′)dX ′ , (4.1)
δ(X −X ′) =
⎧⎨
⎩ 1, se X = X
′,
0, c.c.
(4.2)
onde:
X = (x, y) e´ a posic¸a˜o do ponto ﬁxo
X
′
= (x
′
, y
′
) e´ a posic¸a˜o do ponto varia´vel
f(X) e´ a func¸a˜o avaliada na posic¸a˜o do ponto ﬁxo
δ(X −X ′) e´ a func¸a˜o delta de Dirac na posic¸a˜o (X −X ′)
Ω e´ o domı´nio
dX ′ e´ um elemento inﬁnitesimal de volume
Ao se substituir o delta de Dirac pelo kernel ou Func¸a˜o de Suavizac¸a˜o, W , obte´m-se a
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aproximac¸a˜o para a func¸a˜o f na posic¸a˜o X:
< f(X) > =
∫
Ω
f(X ′)W (X −X ′, h)dX ′ , (4.3)
onde:
< f(X) > e´ a aproximac¸a˜o obtida para a func¸a˜o f na posic¸a˜o X
h e´ o raio de suporte
W (X −X ′, h) e´ o Kernel avaliado na posic¸a˜o (X - X’)
O Kernel satisfaz algumas propriedades:
• Positividade: W (X −X ′, h) ≥ 0,
• Par(simetria): W (X −X ′, h) = W (X ′ −X, h),
• Normalizac¸a˜o: ∫
Ω
W (X −X ′, h)dX ′ = 1,
• Suporte compacto: W (X −X ′, h) = 0, quando |X −X ′| > kh, onde kh e´ o raio
do domı´nio de inﬂueˆncia,
• Convergeˆncia: lim
h→0
W (X −X ′, h) = δ(X −X ′).
• Decaimento:
Seu valor decresce monotonicamente a` medida que o ponto avaliado se afasta do
ponto central do domı´nio de inﬂueˆncia.
• Suavidade.
Qualquer func¸a˜o que respeite as propriedades anteriores pode ser empregada como
uma Func¸a˜o de Suavizac¸a˜o no me´todo SPH.
A esseˆncia do me´todo consiste em discretizar o domı´nio cont´ınuo em um nu´mero
ﬁnito de part´ıculas e nestas obter os valores das grandezas de interesse a partir de uma
interpolac¸a˜o ponderada do valor das grandezas deﬁnidas nas part´ıculas vizinhas. Apenas
as part´ıculas vizinhas, que se encontram a uma distaˆncia ma´xima deﬁnida (dentro do
domı´nio de inﬂueˆncia) da part´ıcula ﬁxa considerada, contribuira˜o para o comportamento
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desta.
A Figura 4.1 apresenta o gra´ﬁco do kernel e o domı´nio de inﬂueˆncia (circunfereˆncia
de raio kh), onde podem ser visualizadas algumas de suas propriedades e a discretizac¸a˜o
empregando part´ıculas lagrangianas.
Figura 4.1: O kernel e seu domı´nio de inﬂueˆncia. No gra´ﬁco, visualizam-se algumas
propriedades (positividade, simetria, suporte compacto, convergeˆncia, decaimento e
suavidade). Uma part´ıcula ﬁxa ’i’ e uma de suas vizinhas ’j’ sa˜o apresentadas.
Discretizando-se o domı´nio por part´ıculas, o valor da func¸a˜o f sera´ conhecido em
alguns pontos do domı´nio (posic¸o˜es dos centros de massas dos elementos lagrangianos).
O elemento inﬁnitesimal de volume e´ deﬁnido como dX ′ = (m′/ρ′) .
A Eq. (4.3), escrita apo´s efetuada a discretizac¸a˜o por part´ıculas, conduz a` expressa˜o
geral para o me´todo SPH:
fi =
n∑
j=1
mj
fj
ρj
W (Xi −Xj, h). (4.4)
onde:
fi e´ o valor aproximado da func¸a˜o na posic¸a˜o da part´ıcula i
fj e´ o valor aproximado da func¸a˜o na posic¸a˜o da part´ıcula vizinha
mj e´ a massa da part´ıcula vizinha
ρj e´ a massa espec´ıﬁca da part´ıcula vizinha
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Xi e´ a posic¸a˜o da part´ıcula ﬁxa
Xj e´ a posic¸a˜o da part´ıcula vizinha
W (Xi −Xj, h) e´ o Kernel , ou Func¸a˜o de Suavizac¸a˜o, avaliado na posic¸a˜o Xi −Xj
n e´ o nu´mero de part´ıculas vizinhas
Devido a` propriedade de suporte compacto, o somato´rio esta´ limitado ao nu´mero de
part´ıculas vizinhas, e na˜o a todo o domı´nio computacional.
4.1.1 Aproximac¸o˜es para o Divergente de uma Func¸a˜o
Para se obter uma aproximac¸a˜o para o divergente de uma func¸a˜o vetorial, substitui-se
f(X) por ∇.f(X), na Eq. (4.3):
< ∇.f(X) >=
∫
Ω
[∇.f(X ′)]W (X −X ′, h)dX ′, (4.5)
onde:
< ∇.f(X) > e´ a aproximac¸a˜o para o divergente da func¸a˜o na posic¸a˜o X
f(X ′) e´ a func¸a˜o avaliada na posic¸a˜o do ponto varia´vel
Sabe-se que:
[∇.f(X ′)]W (X −X ′, h) = ∇. [f(X ′)W (X −X ′, h)]− f(X ′).∇W (X −X ′, h), (4.6)
Combinando as Eqs. (4.3) e (4.6):
< ∇.f(X) >=
∫
Ω
∇. [f(X ′)W (X −X ′, h)]dX ′ −
∫
Ω
f(X ′).∇W (X −X ′, h)dX ′, (4.7)
Aplicando-se o teorema da divergeˆncia (ou de Gauss) ao primeiro termo do lado direito
da equac¸a˜o anterior:
< ∇.f(X) >=
∫
s
f(X ′)W (X −X ′, h)n.dS −
∫
Ω
f(X ′).∇W (X −X ′, h)dX ′, (4.8)
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onde:
S e´ a superf´ıcie de integrac¸a˜o
dS e´ o elemento inﬁnitesimal de superf´ıcie
n e´ o vetor unita´rio normal a` superf´ıcie
Devido a` propriedade de suporte compacto do kernel:
< ∇.f(X) >= −
∫
Ω
f(X ′).∇W (X −X ′, h)dX ′, (4.9)
E, apo´s a discretizac¸a˜o por part´ıculas, tem-se:
∇.fi = −
n∑
j=1
fj.∇W (Xi −Xj, h)mj
ρj
. (4.10)
onde ∇.fi e´ o divergente da func¸a˜o na part´ıcula ﬁxa.
Esta e´ a forma ba´sica para a aproximac¸a˜o do divergente no me´todo SPH.
A utilizac¸a˜o da aproximac¸a˜o na forma ba´sica para o divergente, Eq. (4.10) na˜o conduz
aos melhores resultados em aplicac¸o˜es de escoamentos de ﬂuidos (Petronetto, 2008), [47].
Monaghan (1992), [48], obteve uma segunda forma para a aproximac¸a˜o do divergente a
partir da utilizac¸a˜o da identidade matema´tica:
∇.f = 1
ρ
[∇.(ρf)− f∇.ρ] , (4.11)
O que conduziu a uma nova aproximac¸a˜o para o divergente de uma func¸a˜o:
∇.fi = 1
ρi
n∑
j=1
(fj − fi).∇W (Xi −Xj, h)mj, (4.12)
onde ρi e´ a massa espec´ıﬁca da part´ıcula ﬁxa.
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4.1.2 Aproximac¸o˜es para o Gradiente de uma Func¸a˜o
De forma ana´loga ao procedimento realizado para a obtenc¸a˜o da aproximac¸a˜o para o
divergente de uma func¸a˜o com o me´todo SPH, chega-se a` aproximac¸a˜o para o gradiente:
< ∇f(X) >= −
∫
Ω
f(X ′)∇W (X −X ′, h)dX ′, (4.13)
onde < ∇f(X) > e´ a aproximac¸a˜o para o gradiente da func¸a˜o na posic¸a˜o X
Na forma discretizada, empregada no me´todo SPH, tem-se:
∇fi = −
n∑
j=1
fj∇W (Xi −Xj, h)mj
ρj
, (4.14)
onde ∇fi e´ o gradiente da func¸a˜o na part´ıcula ﬁxa
Esta e´ a forma ba´sica para a aproximac¸a˜o do gradiente de uma func¸a˜o no SPH.
Outras formas para essa aproximac¸a˜o, mais precisas, no que se refere a` obedieˆncia das
propriedades de conservac¸a˜o, associadas a`s equac¸o˜es aplicadas na simulac¸a˜o de ﬂuidos sa˜o
encontradas na literatura, [47]. Em 1992, Monaghan propoˆs escrever o gradiente de um
campo escalar usando a regra da derivada do produto, [48]:
∇f = 1
ρ
[∇(ρf)− f∇ρ] , (4.15)
Empregando-se a Eq. (4.14), obte´m-se:
∇fi = − 1
ρi
n∑
j=1
(fj − fi)∇W (Xi −Xj, h)mj, (4.16)
Em situac¸o˜es em que a interac¸a˜o entre duas part´ıculas deve ser sime´trica, tem sido
empregada uma terceira forma para a aproximac¸a˜o do gradiente de uma func¸a˜o. Isto
ocorre em casos, como na aproximac¸a˜o do gradiente de pressa˜o, em que duas part´ıculas,
UFES-PPGEA
CAPI´TULO 4. MODELAGEM SPH PARA AS EQUAC¸O˜ES DE CONSERVAC¸A˜O 66
ocupando posic¸o˜es distintas no espac¸o, possuem diferentes presso˜es num certo instante
de tempo. Ao utilizar a aproximac¸a˜o sime´trica, conforme sera´ apresentada a seguir,
garante-se que as forc¸as exercidas entre um par de part´ıculas tenham a mesma magnitude.
Partindo-se da identidade matema´tica:
∇
(
f(X)
ρ
)
=
∇f(X)
ρ
+
f(X)
ρ2
∇ρ ⇒ (4.17)
∇f(X)
ρ
= ∇
(
f(X)
ρ
)
− f(X)
ρ2
∇ρ , (4.18)
Obtendo-se as aproximac¸o˜es pelo SPH para os dois termos do lado direito da equac¸a˜o
anterior, a partir da Eq. (4.14), tem-se:
∇
(
f(X)
ρ
)
i
= −
n∑
j=1
mj
(
fj
ρj2
)
∇W (Xi −Xj, h) (4.19)
(
f(X)
ρ2
∇ρ
)
i
= −
n∑
j=1
fi
ρ2i
mj∇W (Xi −Xj, h) (4.20)
Finalmente, substituindo-se as Eqs. (4.19) e (4.20) na Eq. (4.18), obte´m-se a expressa˜o
para a aproximac¸a˜o sime´trica do gradiente de uma func¸a˜o, em uma part´ıcula lagrangiana
’i’:
∇fi = −ρi
n∑
j=1
mj
(
fi
ρ2i
+
fj
ρj2
)
∇W (Xi −Xj, h). (4.21)
A forma sime´trica para a aproximac¸a˜o do gradiente foi a empregada neste trabalho.
UFES-PPGEA
CAPI´TULO 4. MODELAGEM SPH PARA AS EQUAC¸O˜ES DE CONSERVAC¸A˜O 67
4.1.3 Aproximac¸a˜o para o Laplaciano de uma Func¸a˜o
A aproximac¸a˜o do laplaciano de uma func¸a˜o empregando o me´todo SPH fo obtida a
partir da expansa˜o da se´rie de Taylor em torno um ponto espacial ﬁxo.
No sistema de coordenadas cartesianas, a expressa˜o para o laplaciano de uma func¸a˜o
apresenta a seguinte forma:
Δfi =
(
∂2fi
∂x2
+
∂2fi
∂y2
)
= 2
n∑
j=1
mj
ρj
(fi − fj)ΔXij.∇W (Xi −Xj, h) , (4.22)
ΔXij =
Xi − Xj
|Xi − Xj|2
. (4.23)
onde Δfi e´ o laplaciano da func¸a˜o na posic¸a˜o da part´ıcula ﬁxa.
A deduc¸a˜o da aproximac¸a˜o do laplaciano esta´ apresentada em detalhes no Apeˆndice
A.
4.1.4 Aproximac¸o˜es SPH para as Equac¸o˜es de Conservac¸a˜o
A partir das aproximac¸o˜es obtidas para o divergente, gradiente e laplaciano de
uma func¸a˜o, obtiveram-se as aproximac¸o˜es para as equac¸o˜es de conservac¸a˜o a serem
solucionadas pelo me´todo SPH:
Conservac¸a˜o da massa:
Dρi
Dt
=
n∑
j=1
mj
(→
v i − →v j
)
.∇W (Xi −Xj, h). (4.24)
→
v i e´ a velocidade da part´ıcula ﬁxa
→
v j e´ a velocidade da part´ıcula vizinha
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Balanc¸o da Quantidade de Movimento:
D
→
v i
Dt
= −
n∑
j=1
mj
[
P i
(ρi)
2 +
Pj
(ρj)
2
]
∇W (Xi −Xj, h)+
2υi
n∑
j=1
mj
ρj
(→
v i − →v j
) (Xi −Xj)
|Xi −Xj|2
.∇W (Xi −Xj, h) +
→
g . (4.25)
onde:
Pi e´ a pressa˜o da part´ıcula ﬁxa
Pj e´ a pressa˜o da part´ıcula vizinha
υi e´ a viscosidade cinema´tica da part´ıcula ﬁxa
Conservac¸a˜o da Energia:
Dei
Dt
= −Pi
n∑
j=1
mj
(→
v i − →v j
)
.∇W (Xi −Xj, h) + εv +∇.q + qH . (4.26)
onde ei e´ a energia interna espec´ıﬁca da part´ıcula ﬁxa.
Nesta Tese de Doutorado, apesar de serem tratados escoamentos de ﬂuidos incom-
press´ıveis, foi solucionada a equac¸a˜o de conservac¸a˜o da massa em sua forma compress´ıvel
no problema da ruptura da barragem (a ser tratada na sec¸a˜o 6.4) pois, devido a` presenc¸a
de domı´nios de inﬂueˆncia incompletos em regio˜es pro´ximas aos contornos, ocorreu a
inconsisteˆncia do me´todo SPH nestas a´reas (tratada de forma detalhada na subsec¸a˜o
4.1.14). Como consequeˆncia, houve variac¸a˜o da massa espec´ıﬁca de algumas part´ıculas de
ﬂuido, o que foi solucionado com a renormalizac¸a˜o desta propriedade, conforme explicado
na mesma subsec¸a˜o.
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4.1.5 Erro nas Aproximac¸o˜es SPH
Aplicando a expansa˜o da se´rie de Taylor para a func¸a˜o f , diferencia´vel no domı´nio,
em torno da posic¸a˜o ﬁxa X:
< f(X) >=
∫
Ω
[f(X ′) + f ′(X)(X ′ −X) + Re(X ′ −X)]W (X −X ′, h)dX ′ , (4.27)
< f(X) >=
∫
Ω
f(X ′)W (X −X ′, h)dX ′ + f ′(X)
∫
Ω
(X ′ −X)W (X −X ′, h)dX ′+Re(h2).
(4.28)
onde:
f ′(X) e´ a derivada da func¸a˜o, deﬁnida na posic¸a˜o X
Re(h2) e´ o erro de 2a ordem, apo´s o trucamento da se´rie de Taylor
Devido ao kernel ser uma func¸a˜o par, alcanc¸a-se a expressa˜o apresentada na Eq.
(4.3) para a aproximac¸a˜o da func¸a˜o f . Ou seja, existe um erro de 2a ordem, oriundo do
truncamento da se´rie de Taylor, como mostrado nesta subsec¸a˜o, quando e´ utilizada a Eq.
(4.3) para a obtenc¸a˜o da aproximac¸a˜o de uma func¸a˜o pelo me´todo SPH.
4.1.6 Func¸o˜es de Suavizac¸a˜o
Diferentes kernels podem ser empregados nas interpolac¸o˜es no me´todo SPH. Liu e Liu
(2010), [4], propuseram o uso do kernel spline cu´bico devido a seu comportamento ma-
tema´tico, assim como de suas derivadas. Outros kernels sa˜o constantemente empregados
nas interpolac¸o˜es. A Tabela 4.1 apresenta alguns deles, para domı´nios bidimensionais.
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Tabela 4.1: Alguns Kernels Aplicados no Me´todo SPH
Kernel W (Xi −Xj, h) (m−2)
1
15
7πh2
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(
2
3
− q2 + 1
2
q3
)
, 0 ≤ q ≤ 1(
1
6
(2− q3)
)
, 1 < q ≤ 2
0, c.c.
(4.29)
2
5
πh2
⎧⎪⎨
⎪⎩
(1 + 3q) (1− q)3, 0 ≤ q ≤ 1
0, c.c.
(4.30)
3
15
7πh2
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
(
2
3
− 9
8
q2 +
19
24
q3 − 5
32
q4
)
, 0 ≤ q ≤ 2
0, c.c.
(4.31)
4
7
478πh2
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(3− q)5 − 6(2− q)5 + 15(1− q)5, 0 ≤ q ≤ 1
(3− q)5 − 6(2− q)5, 1 < q ≤ 2
(3− q)5, 2 < q ≤ 3
0, c.c.
(4.32)
1 Kernel spline cu´bico (Liu e Liu, 2010), [4]
2 Kernel qua´rtico (Lucy, 1977), [22]
3 Novo kernel qua´rtico (Liu et al., 2003), [49]
4 Kernel spline qu´ıntico (Morris et al., 1997), [45]
q =
( |Xi −Xj|
h
)
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4.1.7 Busca de Part´ıculas Vizinhas
A busca de part´ıculas vizinhas pode ser realizada de maneira direta ou com o aux´ılio
de grades, que conduzem a um menor nu´mero de operac¸o˜es matema´ticas e reduzem o
custo computacional [9]. A Figura 4.2 mostra a busca direta (todas os pares de part´ıculas
′ij′ do domı´nio tera˜o as distaˆncias calculadas e comparadas com o valor de kh) e a busca
realizada com emprego de uma grade (apenas as part´ıculas dentro da regia˜o sombreada
sera˜o objetos da procura).
Figura 4.2: Busca das part´ıculas vizinhas. (a) De forma direta.
(b) Com o emprego de uma grade. Adaptada de [9].
4.1.8 Comprimento do Raio de Suporte
O comprimento do raio de suporte e, consequentemente, do domı´nio de inﬂueˆncia, e´
muito importante no me´todo SPH, inﬂuenciando a eﬁcieˆncia dos ca´lculos e a precisa˜o
das soluc¸o˜es. Se o domı´nio de inﬂlueˆncia for demasiadamente pequeno ou grande, os
resultados na˜o sera˜o consistentes com o problema f´ısico estudado.
O sucesso nas aproximac¸o˜es tambe´m depende de se possuir um nu´mero suﬁciente e
adequado de part´ıculas dentro do domı´nio de inﬂueˆncia (kh). Para que as interpolac¸o˜es
sejam representativas no domı´nio discretizado, o nu´mero mı´nimo de part´ıculas vizinhas
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dentro do domı´nio de inﬂueˆncia, deve ser de 5, 21 e 57 em casos 1D, 2D e 3D, respectiva-
mente, [9].
A Figura 4.3 apresenta uma ce´lula 2D cujo domı´nio de inﬂueˆncia possui 21 part´ıculas.
Testes nume´ricos foram realizados e comprovaram ser este o nu´mero mı´nimo de part´ıculas
necessa´rio para garantir que as propriedades do kernel sejam respeitadas.
Na simulac¸a˜o de choques ou impactos, onde ha´ variac¸a˜o su´bita da massa espec´ıﬁca
localmente, e´ preciso variar o raio de suporte (h), de tal forma que o nu´mero de part´ıculas
vizinhas se mantenha pro´ximo de um valor constante. A necessidade de aplicar a correc¸a˜o
do raio de suporte a cada iterac¸a˜o nume´rica ocorre, por exemplo na simulac¸a˜o de rupturas
de barragens. Neste trabalho foi empregada a seguinte forma de correc¸a˜o proposta por
Liu e Liu (2003), [9]:
Dh
Dt
= − 1
nd
h
ρ
Dρ
Dt
. (4.33)
onde nd e´ o nu´mero de dimenso˜es do domı´nio.
Figura 4.3: Ce´lula com 21 part´ıculas no interior do domı´nio de inﬂueˆncia.
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4.1.9 Tratamento dos Contornos
O tratamento dos contornos e´ uma das maiores diﬁculdades apresentadas pelo me´todo
SPH. Pela importaˆncia e inﬂueˆncia direta dos contornos na obtenc¸a˜o de resultados
consistentes, esta subsec¸a˜o foi reservada para a apresentac¸a˜o das diferentes formas de
tratamento das fronteiras no me´todo SPH.
De forma geral, as condic¸o˜es de contorno aplicadas sa˜o classiﬁcadas como geome´tricas,
repulsivas, dinaˆmicas ou semi-anal´ıticas.
A forma mais simples de tratar contornos ﬁxos e planos e´ atrave´s da reﬂexa˜o geome´trica
das part´ıculas nas paredes (consideradas como planos bem deﬁnidos). As coliso˜es contra
os planos sa˜o tratadas por meio de reﬂexo˜es geome´tricas. A elasticidade dos choques e´
deﬁnida por meio de um coeﬁciente de restituic¸a˜o de energia cine´tica, permitindo que
sejam consideradas as perdas de energia nas coliso˜es. A Figura 4.4 mostra as posic¸o˜es
inicial (C0) e ﬁnal (Cf ) do centro de massa de uma part´ıcula, apo´s colidir sucessivamente
com dois planos - A e B - em uma iterac¸a˜o nume´rica (Nobrega, 2007), [50]. O ponto C1
corresponde a` posic¸a˜o ﬁnal que seria atingida pelo centro de massa da part´ıcula caso na˜o
houvessem paredes delimitando o domı´nio.
Figura 4.4: Coliso˜es sofridas por uma part´ıcula em um passo de tempo. Adaptada de [50].
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Uma analogia a` dinaˆmica molecular e´ tambe´m empregada no tratamento repulsivo
dos contornos no SPH. As a´reas com contornos so´lidos sa˜o preenchidas com part´ıculas
congeladas (part´ıculas fantasmas ou virtuais) que evitam a penetrac¸a˜o das part´ıculas
mo´veis naqueles. A utilizac¸a˜o de uma linha de part´ıculas virtuais localizadas sobre o
contorno so´lido (part´ıculas do tipo I) e´, de forma geral, a maneira mais aplicada. Estas
part´ıculas exercem uma forc¸a de repulsa˜o sobre as part´ıculas do ﬂuido, evitando que essas
ultrapassem o contorno so´lido. Tal forc¸a e´ calculada atrave´s de uma analogia com a forc¸a
molecular de Lennard-Jones. Part´ıculas virtuais do tipo II (localizadas fora do contorno)
tambe´m podem ser empregadas, [9].
A`s part´ıculas virtuais, apo´s sua disposic¸a˜o inicial nas regio˜es dos contornos, podem
ser impostas propriedades f´ısicas de interesse para o estudo de problemas f´ısicos deﬁnidos.
A partir das propriedades iniciais das part´ıculas fantasmas sa˜o alcanc¸adas propriedades
aproximadas pela interpolac¸a˜o SPH para as part´ıculas reais do ﬂuido. A forc¸a repulsiva
de Lennard-Jones na˜o e´ sempre necessa´ria de ser implementada, ﬁcando isto em func¸a˜o
do problema estudado.
A Figura 4.5 apresenta o emprego de ambos os tipos de part´ıculas fantasmas, na
simulac¸a˜o das paredes so´lidas.
Figura 4.5: Ilustrac¸a˜o esquema´tica da regia˜o do contorno so´lido. Disposic¸a˜o das
part´ıculas virtuais em linha (tipo I). Ale´m do contorno, esta˜o
as part´ıculas virtuais do tipo II. Adaptada de [4].
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A Figura 4.6 apresenta o emprego de part´ıculas virtuais dos tipos I e II na simulac¸a˜o
do cla´ssico problema da quebra de barragem. Fileiras de part´ıculas sa˜o ﬁxadas no instante
inicial nas paredes (tipo I) ou adjacentemente a`s paredes (tipo II), como uma extensa˜o do
domı´nio. As velocidades destas part´ıculas sa˜o nulas durante todo o tempo simulado. E´
aplicada a condic¸a˜o de contorno de Neumann para as presso˜es nas part´ıculas virtuais, ou
seja, presso˜es ideˆnticas a`quelas existentes nas part´ıculas do tipo I sa˜o conduzidas a cada
intervalo de tempo de iterac¸a˜o a`s part´ıculas virtuais normais a`s paredes so´lidas (Lee et
al., 2008), [51].
Figura 4.6: Emprego das part´ıculas virtuais na simulac¸a˜o da
ruptura da barragem. Adaptada de [51].
A Figura 4.7 apresenta a implementac¸a˜o das condic¸o˜es de contorno de Neumann para
a simulac¸a˜o da quebra da barragem no instante inicial e a evoluc¸a˜o do campo de presso˜es
no instante 0,23 segundos.
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Figura 4.7: Implementac¸a˜o da condic¸a˜o de contorno de Neumann para as presso˜es nas
part´ıculas virtuais (problema da ruptura da barragem). Presso˜es
no instante inicial e (b) 0,23 s apo´s abertura da comporta.
Nas condic¸o˜es de contornos dinaˆmicas, as part´ıculas dispostas nos contornos sa˜o
forc¸adas a satisfazer as equac¸o˜es de conservac¸a˜o da massa, balanc¸o da quantidade de
movimento e conservac¸a˜o da energia - Eqs. (3.1), (3.2) e (3.3), respectivamente - e a
equac¸a˜o de Tait, Eq. (3.4), para a previsa˜o das presso˜es, da mesma forma que se faz para
com as part´ıculas do ﬂuido.
A Figura 4.8 mostra a interac¸a˜o entre part´ıculas ﬁxas no contorno (c´ırculos na cor
preta) e uma part´ıcula de ﬂuido aproximando-se da fronteira (c´ırculo sem preenchimento).
As part´ıculas ﬁxas nos contornos dinaˆmicos podem ser imo´veis (velocidades nulas) ou
possu´ırem movimento, regido por uma func¸a˜o externa imposta (no caso da existeˆncia de
batedores de ondas e comportas, entre outros).
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Figura 4.8: Interac¸a˜o entre particulas ﬁxas no contorno (c´ırculos pretos) e uma part´ıcula
de ﬂuido (c´ırculo sem preenchimento). As part´ıculas de contorno esta˜o dispostas
de uma maneira escalonada. Extra´ıda de Gomez-Gesteira et al. (2010), [52].
A Figura 4.9 mostra o aumento da massa espec´ıﬁca e da pressa˜o de uma part´ıcula ﬁxa
no contorno, a` medida que uma part´ıcula de ﬂuido se aproxima da fronteira. Quando uma
part´ıcula de ﬂuido se aproxima do contorno, a massa espec´ıﬁca e a pressa˜o das part´ıculas
posicionadas nas fronteiras aumenta, em obedieˆncia a`s Eqs. (4.25) e (3.4). Isto resulta
em um aumento na magnitude da forc¸a de repulsa˜o exercida sobre o ﬂuido, devido ao
aumento do valor do termo
(
P
ρ2
)
na equac¸a˜o do balanc¸o da quantidade de movimento.
Como resultado, o ﬂuido mante´m-se no interior do domı´nio (Gomez-Gesteira et al., 2012),
[53].
Kulasegaram et al. (2004), [54], apresentaram as condic¸o˜es de contornos semi-anal´ıticas,
baseadas em uma derivac¸a˜o variacional que garante a obedieˆncia a`s leis de conservac¸a˜o.
Estas condic¸o˜es de contornos levavam em conta o truncamento do kernel pro´ximo aos
contornos, sendo efetuada a renormalizac¸a˜o; sendo eﬁcazes, pore´m, apenas para certas
geometrias.
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Figura 4.9: Condic¸o˜es de contornos dinaˆmicas. Aumento da massa espec´ıﬁca
e da pressa˜o de uma part´ıcula de contorno, com a diminuic¸a˜o da distaˆncia
em relac¸a˜o a uma part´ıcula de ﬂuido. Adaptada de [52].
Ferrand et al. (2012), [55], aperfeic¸oaram estas condic¸o˜es com um esquema de inte-
grac¸a˜o temporal que permitiu a renormalizac¸a˜o para quaisquer geometrias, implementac¸a˜o
de campos de pressa˜o pro´ximos aos contornos, obtenc¸a˜o de gradientes de pressa˜o e ter-
mos viscosos ﬁsicamente corretos com uma nova formulac¸a˜o dos operadores diferenciais,
possibilitando sua aplicac¸a˜o em escoamentos turbulentos.
Leroy et al. (2012), [56], efetuaram a imposic¸a˜o das denominadas condic¸o˜es de contorno
uniﬁcadas semi-anal´ıticas na parede (uniﬁed semi-analytical wall boundary conditions)
atrave´s da implementac¸a˜o de um novo operador Laplaciano. Os autores realizaram
va´rios estudos de casos nos regimes laminar (problema da cavidade - lid driven cavity -;
escoamento de ﬂuido viscoso ao redor de uma se´rie inﬁnita de cilindros no interior de um
canal; quebra da barragem sobre uma aresta triangular; escoamento em uma roda d’a´gua)
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e turbulento. O modelo de turbuleˆncia κ-epsilon em dois escoamentos: um primeiro
em canal (escoamento de Poiseuille) e um segundo, atrave´s de um sistema perio´dico de
passagem para peixes. A validac¸a˜o das condic¸o˜es de contorno implementadas foi efetuada,
com excelente concordaˆncia com os resultados existentes na literatura.
A periodicidade tambe´m e´ implementada no SPH quando ha´ contornos abertos, de
forma a manter as part´ıculas dentro do domı´nio deﬁnido ao longo de todo o tempo da
simulac¸a˜o.
Nos problemas tratados neste trabalho, foram empregadas part´ıculas virtuais, e a
condic¸a˜o de contorno geome´trica, com coeﬁcientes de restituic¸a˜o de energia no tratamento
dos contornos.
4.1.10 Viscosidade artiﬁcial
A transformac¸a˜o da energia cine´tica em calor ocorre em problemas que envolvem
principalmente ondas de choque e precisa ser mensurado, o que na˜o acontece empregando-
se as aproximac¸o˜es para as equac¸o˜es de conservac¸a˜o nas formas apresentadas nas Eqs.
(4.25) e (4.26).
Aquela transformac¸a˜o de energia pode ser representada como uma forma de dissipac¸a˜o
viscosa. Esta ide´ia levou Von Neumann-Richtmyer ao desenvolvimento da viscosidade
artiﬁcial, em 1950. Sua aplicac¸a˜o nas simulac¸o˜es tem como objetivo evitar instabilidades
nume´ricas, bem como a interpenetrac¸a˜o entre as part´ıculas. A formulac¸a˜o empregada na
modelagem da viscosidade artiﬁcial e´ apresentada a seguir, [9]:
πij =
⎧⎪⎨
⎪⎩
−απcijχij + βπχ2ij
ρ¯ij
,
→
v ij.Xij < 0
0,
→
v ij.Xij > 0
(4.34)
χij =
hij
→
v ij.Xij
|Xij|2 + ϕ2
, (4.35)
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cij =
ci + cj
2
, (4.36)
ρ¯ij =
ρi + ρj
2
, (4.37)
hij =
hi + hj
2
, (4.38)
→
v ij=
→
v i − →v j. (4.39)
onde:
πij e´ a viscosidade artiﬁcial
απ e´ um dos coeﬁcientes empregados no ca´lculo da viscosidade artiﬁcial
βπ e´ um coeﬁciente empregado no ca´lculo da viscosidade artiﬁcial
ci e cj sa˜o as velocidades do som para as part´ıculas ﬁxa e vizinha, respectivamente
hi e hj sa˜o os raios de suporte das part´ıculas ﬁxa e vizinha, respectivamente
→
v ij e´ a velocidade relativa entre as part´ıculas i e j
ϕ2 e´ um fator que previne divergeˆncias nume´ricas quando duas part´ıculas de aproximam
Nas equac¸o˜es anteriores, απ e βπ sa˜o constantes cujos valores variam em func¸a˜o do
problema estudado e o fator ϕ2 e´ deﬁnido como 0.01hij
2.
O termo relacionado a` viscosidade artiﬁcial e´ adicionado aos termos de pressa˜o
existentes nas Eqs. (4.25) e (4.26) - aproximac¸o˜es para o balanc¸o da quantidade de
movimento e conservac¸a˜o de energia. Apo´s a adic¸a˜o a` equac¸a˜o do balanc¸o da quantidade
de movimento, obte´m-se a seguinte equac¸a˜o para a acelerac¸a˜o da part´ıcula:
D
→
v i
Dt
∗
=
D
→
v i
Dt
−
n∑
j=1
mjπij∇W (Xi −Xj, h), (4.40)
onde
D
→
v i
Dt
∗
e´ a acelerac¸a˜o da part´ıcula ﬁxa, apo´s a adic¸a˜o do termo relacionado a`
viscosidade artiﬁcial a` equac¸a˜o do balanc¸o da quantidade de movimento.
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O primeiro termo do lado direito da Eq. (4.40) e´ calculado a partir da Eq. (4.25).
Analogamente, faz-se a adic¸a˜o do termo de viscosidade artiﬁcial para a equac¸a˜o de
conservac¸a˜o da energia:
Dei
Dt
∗
=
Dei
Dt
+
n∑
j=1
mjπij
(→
v i − →v j
)
.∇W (Xi −Xj, h). (4.41)
onde
Dei
Dt
∗
e´ a taxa de variac¸a˜o energia interna espec´ıﬁca da part´ıcula ﬁxa, apo´s a adic¸a˜o
do termo relacionado a` viscosidade artiﬁcial a` equac¸a˜o de conservac¸a˜o da energia.
O primeiro termo do lado direito da equac¸a˜o anterior e´ calculado com o emprego da
Eq. (4.26).
4.1.11 XSPH
A ﬁm de evitar a interpenetrac¸a˜o das part´ıculas, com a formac¸a˜o de aglomerados
insta´veis, e melhorar a estabilidade nume´rica das simulac¸o˜es, Monaghan (1989), [57],
propoˆs uma correc¸a˜o para as velocidades das part´ıculas conhecida como XSPH, atrave´s
da qual mante´m-se um movimento mais ordenado das mesmas.
Nesta correc¸a˜o, utilizam-se as velocidades me´dias das part´ıculas vizinhas para o ca´lculo
da velocidade da part´ıcula ﬁxa, conforme mostra a Eq. (4.42):
→
v i
∗
=
→
v i + η
n∑
j=1
2mj
ρi + ρj
(→
v j − →v i
)
W (Xi −Xj, h). (4.42)
onde:
→
v i
∗
e´ a velocidade da part´ıcula ﬁxa, apo´s a aplicac¸a˜o do XSPH
η e´ um paraˆmetro que varia entre 0 e 1,0, sendo comumente usado como 0,5, [52].
A Figura 4.10 ilustra o efeito da aplicac¸a˜o da correc¸a˜o XSPH em um escoamento de
ﬂuido.
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Figura 4.10: Escoamento de lava sem e com a aplicac¸a˜o do XSPH, respectivamente.
Sem o XSPH, a simulac¸a˜o explode. No outro caso, adquire um cara´ter esta´vel.
Extra´ıda de Paiva (2007), [58].
4.1.12 Instabilidade de Tensa˜o
A instabilidade de tensa˜o resulta na formac¸a˜o de aglomerados de part´ıculas, em um
comportamento que na˜o e´ f´ısico, ocorre em regio˜es onde as part´ıculas apresentam presso˜es
negativas, provenientes da estimativa da equac¸a˜o de estado para a pressa˜o.
A Figura 4.11 mostra a ocorreˆncia da instabilidade de tensa˜o, com a aglomerac¸a˜o das
part´ıculas em ﬁleiras, em um escoamento de ﬂuido ao redor de um prisma.
Figura 4.11: Instabilidade de tensa˜o. Em (a) as part´ıculas se aglomeram
em forma de ﬁleiras. Em (b) as part´ıculas esta˜o em uma distribuic¸a˜o
razoavelmente uniforme, apo´s a correc¸a˜o daquela. Extra´ıda de [59].
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As forc¸as de repulsa˜o entre duas part´ıculas devem aumentar quando a distaˆncia entre
elas diminui. Apo´s realizar simulac¸o˜es cujos resultados mostraram boa concordaˆncia com
os experimentos, Monaghan propoˆs a adic¸a˜o de um novo termo a` equac¸a˜o do balanc¸o da
quantidade de movimento, similar a uma pressa˜o artiﬁcial, a ﬁm de promover a repulsa˜o
entre as part´ıculas e evitar a instabilidade de tensa˜o (Monaghan, 2000), [60].
O termo a ser adicionado a` Eq. (4.25) e´:
−
n∑
j=1
mjR(fij)
a∇W (Xi −Xj, h), (4.43)
R(fij)
a = R
[
W (Xi −Xj,h)
W (Δp, h)
]a
, (4.44)
onde:
Δp e´ o espac¸amento me´dio entre as part´ıculas na vizinhanc¸a da part´ıcula ﬁxa
a assume o valor 4, para simulac¸o˜es em dinaˆmica dos ﬂuidos, [60].
R = Ri +Rj, (4.45)
Ri =
⎧⎪⎨
⎪⎩
λ
|Pi|
ρ2i
, se Pi < 0
0, c.c.
(4.46)
Rj =
⎧⎪⎨
⎪⎩
λ
|Pj|
ρ2j
, se Pj < 0
0, c.c.
(4.47)
onde λ e´ um paraˆmetro cujo valor depende de h, a e np.
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4.1.13 Integrac¸a˜o Temporal
Atrave´s de me´todos de integrac¸a˜o nume´rica, realizou-se a atualizac¸a˜o das propriedades
das part´ıculas no tempo (posic¸a˜o, velocidade, energia e outras). Dentre os me´todos na
integrac¸a˜o temporal esta˜o Runge-Kutta de 1a ordem (Euler), Leap-Frog e algoritmos mais
elaborados como o preditor-corretor, Verlet, sympletic ou Beeman, [52].
A estabilidade da integrac¸a˜o depende da escolha do passo de tempo Δt. Aplicou-se
o crite´rio de estabilidade nume´rica CFL (condic¸a˜o de Courant-Friedrichs-Lewy) para a
garantia da convergeˆncia dos resultados (Courant et al., 1967), [61], (Liu e Liu, 2003), [9].
A seguir sera˜o apresentados os esquemas de integrac¸a˜o dos me´todos de Euler - em-
pregado neste trabalho - e Leap Frog, tambe´m de grande implementac¸a˜o em modelos
nume´ricos.
4.1.13.1 Me´todo de Euler
Neste me´todo, o mais simples, a velocidade e a posic¸a˜o sa˜o atualizadas paralelamente
da seguinte maneira:
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
→
v(t+Δt) =
→
v(t) +
D
→
v
Dt
(Δt)
X(t+Δt) = X(t) + Δt
→
v(t+Δt)
(4.48)
onde Δt e´ o passo de tempo.
Como ponto negativo, esclarece-se que o me´todo de Euler apresenta uma precisa˜o de
primeira ordem e pode se tornar bastante insta´vel em certas circunstaˆncias, o que pode
ser corrigido ao se tomar um passo de tempo Δt muito pequeno.
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4.1.13.2 Integrador Leap Frog
Neste me´todo, a velocidade e´ calculada nos pontos me´dios dos intervalos de tempo.
Desta forma, a posic¸a˜o e a velocidade sa˜o avaliados intercaladamente.
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
→
v(t+ 1
2
Δt) =
→
v(t− 1
2
Δt) +
D
→
v
Dt
(Δt)
X(t+Δt) = X(t) + Δt
→
v(t+
1
2
Δt)
(4.49)
A velocidade e´ calculada como a me´dia entre as velocidades nos instantes anterior e
posterior:
→
v(t) =
1
2
[
→
v(t+
1
2
Δt) +
→
v(t− 1
2
Δt)
]
, (4.50)
A inicializac¸a˜o do me´todo requer um ca´lculo inicial da velocidade
→
v i (−1/2) pelo
me´todo de Euler:
→
v
(−1/2) = →v (0)− 12 D
→
v
Dt
∣∣∣∣∣
t=0
Δt. (4.51)
4.1.14 Consisteˆncia do Me´todo SPH
Segundo o teorema da equivaleˆncia de Lax-Richtmeyer, sabe-se que, se um modelo
nume´rico e´ esta´vel, a convergeˆncia da soluc¸a˜o para o problema bem-colocado sera´ de-
terminada pela consisteˆncia da func¸a˜o de aproximac¸a˜o. No me´todo SPH, a consisteˆncia
depende, ale´m da func¸a˜o de aproximac¸a˜o empregada, do domı´nio de inﬂueˆncia, do nu´mero
de part´ıculas e da distribuic¸a˜o no seu interior.
Analisando-se a aproximac¸a˜o de uma func¸a˜o pelo me´todo SPH, obtida pela expansa˜o
da se´rie de Taylor, Eq. (4.3), obte´m-se um conjunto de condic¸o˜es para os momentos do
kernel ate´ a N-e´sima ordem (MN), [9].
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
M0 =
∫
Ω
W (X −X ′, h)dX ′ = 1,
M1 =
∫
Ω
(X −X ′)W (X −X ′, h)dX ′ = 0,
M2 =
∫
Ω
(X −X ′)2W (X −X ′, h)dX ′ = 0,
.
.
.
MN =
∫
Ω
(X −X ′)2W (X −X ′, h)dX ′ = 0.
(4.52)
As consisteˆncias de ordens 0 e 1 (C0 e C1, respectivamente) sa˜o garantidas ao
kernel se os valores dos momentos de ordem 0 e 1 (M0 e M1) forem os apresentados
nas Eqs.(4.52). Em um domı´nio de inﬂueˆncia cont´ınuo e sem truncamento, isto ocorre,
devido a`s propriedades de normalizac¸a˜o e simetria do kernel. Entretanto, quando as
aproximac¸o˜es sa˜o estendidas para regio˜es truncadas pelos contornos na˜o e´ garantida nem
mesmo a consisteˆncia de ordem 0 para a func¸a˜o de suavizac¸a˜o empregada. Ale´m disso, a
satisfac¸a˜o das condic¸o˜es de consisteˆncia para o kernel na˜o signiﬁca necessariamente que a
consisteˆncia do me´todo SPH e´ va´lida.
A Figura 4.12 mostra como ocorre o truncamento do domı´nio de inﬂueˆncia (a part´ıcula
ﬁxa esta´ preenchida com a cor negra).
Figura 4.12: Domı´nio de inﬂueˆncia para um caso unidimensional.
(a) Completo e (b) incompleto. Em (b), a part´ıcula e´ ﬁxada perto
do contorno e o truncamento do kernel ocorre. Adaptada de [4].
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Em regio˜es de contornos, como mostrado na Figura 4.12 (b), a consisteˆncia do kernel
na˜o e´ garantida. Ale´m disso, tambe´m ha´ a existeˆncia de um nu´mero de part´ıculas que na˜o
ocupa todo o domı´nio de inﬂueˆncia. Este fenoˆmeno e´ conhecido em me´todos de part´ıculas
sem malhas como inconsisteˆncia das part´ıculas e conduz a` obtenc¸a˜o de aproximac¸o˜es
menos precisas, [4].
As contrapartidas discretas para as expresso˜es dos momentos de ordens 0 e 1 sa˜o:
n∑
j=1
W (Xi −Xj, h)ΔVj = 1, (4.53)
n∑
j=1
(Xi −Xj)W (Xi −Xj, h)ΔVj = 0. (4.54)
onde ΔVj e´ volume de cada part´ıcula lagrangiana.
Estas duas condic¸o˜es de consisteˆncia da discretizac¸a˜o geralmente na˜o sa˜o satisfeitas.
Um exemplo simples e´ o apresentado na Figura 4.12 (a). Devido ao desbalanceamento das
part´ıculas, o lado esquerdo da Eq. (4.53) e´ menor do que 1 e o da Eq. (4.54) sera´ na˜o nulo.
O mesmo ocorrera´ na situac¸a˜o apresentada na Figura 4.12 (b), devido ao truncamento da
func¸a˜o de suavizac¸a˜o.
O emprego do raio de suporte adequado inﬂuencia a consisteˆncia do me´todo SPH. Com
a func¸a˜o de suavizac¸a˜o spline cu´bica e as part´ıculas interiores ao domı´nio de inﬂueˆncia
uniformemente distribu´ıdas, veriﬁcou-se que o me´todo SPH possui consisteˆncia se o raio
de suporte for tomado exatamente como o espac¸amento entre os centros das part´ıculas,
desde que as Eqs. (4.53) e (4.54) sejam satisfeitas. Todavia, ao se variar o comprimento
de suavizac¸a˜o, isto podera´ resultar na na˜o satisfac¸a˜o das citadas equac¸o˜es, levando a
uma pouca precisa˜o do me´todo SPH. Esta e´ a raza˜o pela qual, muitas vezes, e´ necessa´rio
analisar a inﬂueˆncia do comprimento de suavizac¸a˜o nas aproximac¸o˜es pelo SPH, [4].
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4.1.14.1 Restaurac¸a˜o da Consisteˆncia do Me´todo SPH
Uma proposta de correc¸a˜o da consisteˆncia no me´todo SPH foi apresentada por Chen et
al. (1999), [41]. O me´todo foi denominado CSPM (Corrective Smoothed Particle Method)
e teve como ponto de partida a expansa˜o da se´rie de Taylor em torno da posic¸a˜o ﬁxa X.
f(X ′) = f(X) + f ′(X)(X ′ −X) + ... (4.55)
Multiplicando ambos os lados pelo kernel e integrando no domı´nio:
∫
Ω
f(X ′)W (X ′ −X, h)dX ′ = f(X)
∫
Ω
W (X ′ −X, h)dX ′+
f ′(X)
∫
Ω
(X ′ −X)W (X ′ −X, h)dX ′ + ... (4.56)
Desprezando-se todos os termos com derivadas da expansa˜o de Taylor, chega-se a uma
forma para a correc¸a˜o de f(X):
f(X) =
∫
Ω
f(X ′)W (X ′ −X, h)dX ′∫
Ω
W (X ′ −X, h)dX ′ , (4.57)
Ao se substituir W (X ′ −X, h), na Eq. (4.56), por W ′(X ′ −X, h) e negligenciar-se as
derivadas de segunda ordem e superiores, uma correc¸a˜o para a primeira derivada de f e´
encontrada:
f ′(X) =
∫
Ω
[f(X ′)− f(X)]W ′(X ′ −X, h)dX ′∫
Ω
(X ′ −X)W ′(X ′ −X, h)dX ′ . (4.58)
onde W ′(X ′ −X, h) e´ a derivada do kernel avaliada na posic¸a˜o (X ′ −X).
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Apo´s efetuada a discretizac¸a˜o por part´ıculas, encontram-se as formas propostas pelos
autores para a correc¸a˜o da func¸a˜o f e de suas derivadas.
fi =
n∑
j=1
fjW (Xi −Xj, h)mj
ρj
n∑
j=1
W (Xi −Xj, h)mj
ρj
, (4.59)
f ′i =
n∑
j=1
(fj − fi)W ′(Xi −Xj, h)mj
ρj
n∑
j=1
W ′(Xi −Xj, h)(Xj −Xi)mj
ρj
. (4.60)
Comparando-se as Eqs. (4.3) e (4.57), veriﬁca-se que, para as regio˜es interiores do
domı´nio estudado, as aproximac¸o˜es dos kernels no me´todo SPH original (sem correc¸a˜o)
e o com correc¸a˜o CSPM sa˜o realmente os mesmos, devido a` satisfac¸a˜o da condic¸a˜o
de normalizac¸a˜o. Para as regio˜es de contornos, uma vez que a integral da func¸a˜o de
suavizac¸a˜o e´ truncada pela fronteira, a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o na˜o pode ser satisfeita.
Com a implementac¸a˜o do CSPM para a correc¸a˜o da func¸a˜o inicialmente aproximada
pelo SPH, promove-se a restaurac¸a˜o da consisteˆncia de ordem zero, pois o denominador
da Eq. (4.57) tem um valor diferente da unidade.
No que se refere a`s aproximac¸o˜es CSPM para as derivadas de f , salvo para os casos
em que ha´ distribuic¸a˜o uniforme das part´ıculas no interior do domı´nio de inﬂueˆncia (o
que deﬁne uma consisteˆncia de primeira ordem nesta regia˜o), existe consisteˆncia de ordem
zero tanto nas regio˜es interiores quanto nas fronteiras.
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4.1.15 Filtro de Shepard
No SPH, as part´ıculas podem sofrer grandes variac¸o˜es de pressa˜o, o que e´ particular-
mente importante pro´ximo a`s fronteiras e da superf´ıcie livre. Uma maneira simples e de
suavizar computacionalmente as ﬂutuac¸o˜es de pressa˜o e´ ﬁltrar as massas espec´ıﬁcas das
part´ıculas, a partir das massas espec´ıﬁcas das vizinhas, e reiniciando estas propriedades
apo´s transcorrido um nu´mero de iterac¸o˜es pro´ximo a trinta, [53].
O Filtro de Shepard efetua uma correc¸a˜o para a massa espec´ıﬁca da part´ıcula a partir
da aplicac¸a˜o da Eq. (4.59):
(ρi)filtrada =
n∑
j=1
ρjW (Xi −Xj, h)mj
ρj
n∑
j=1
W (Xi −Xj, h)mj
ρj
⇒
(ρi)filtrada =
n∑
j=1
mjW (Xi −Xj, h)
n∑
j=1
W (Xi −Xj, h)mj
ρj
. (4.61)
onde (ρi)filtrada e´ a massa espec´ıﬁca da part´ıcula ﬁxa apo´s a aplicac¸a˜o do Filtro de Shepard.
Ao se analisar a Eq. (4.61), conclui-se que se esta´ realizando uma renormalizac¸a˜o das
massas espec´ıﬁcas das part´ıculas, obtidas a partir da soluc¸a˜o da equac¸a˜o da conservac¸a˜o
da massa periodicamente na simulac¸a˜o.
4.1.16 Correc¸a˜o do Gradiente de Pressa˜o
As correc¸o˜es das componentes do gradiente de pressa˜o, visando anular o efeito dos
contornos e o truncamento do kernel, sa˜o efetuadas pelo me´todo CSPM, [41], a partir das
equac¸o˜es a seguir:
(
1
ρ
∂P
∂x
)
i
∗
=
(
1
ρ
∂P
∂x
)
i
n∑
j=1
∂W (Xi −Xj, h)
∂x
(xj − xi)mj
ρj
, (4.62)
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(
1
ρ
∂P
∂y
)
i
∗
=
(
1
ρ
∂P
∂y
)
i
n∑
j=1
∂W (Xi −Xj, h)
∂y
(yj − yi)mj
ρj
. (4.63)
onde:(
1
ρ
∂P
∂x
)
i
∗
e´ a componente do gradiente do kernel da part´ıcula ﬁxa, corrigida pelo me´todo
CSPM, por unidade de massa, na direc¸a˜o x(
1
ρ
∂P
∂y
)
i
∗
e´ a componente do gradiente do kernel da part´ıcula ﬁxa, corrigida pelo me´todo
CSPM, por unidade de massa, na direc¸a˜o y
xi e´ a abcissa da part´ıcula ﬁxa
xj e´ a abcissa da part´ıcula vizinha
yi e´ a ordenada da part´ıcula ﬁxa
yj e´ a ordenada da part´ıcula vizinha
Neste trabalho, as aproximac¸o˜es para os numeradores das Eqs. (4.62) e (4.63) foram
obtidos a partir da Eq. (4.21) - aproximac¸a˜o SPH sime´trica para o gradiente de uma
func¸a˜o (nesta situac¸a˜o, a propriedade f´ısica pressa˜o).
Durante o desenvolvimento desta Tese, houve a implementac¸a˜o de um co´digo com-
putacional sequencial, na linguagem Fortran, aplicado para a soluc¸a˜o do problema do
espalhamento do o´leo. No Apeˆndice B, um ﬂuxograma deste co´digo e´ apresentado e suas
etapas sa˜o brevemente explicadas.
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Cap´ıtulo 5
Validac¸a˜o do Modelo Nume´rico
5.1 Introduc¸a˜o
A validac¸a˜o e´ etapa indispensa´vel para a veriﬁcac¸a˜o da acura´cia dos resultados
nume´ricos obtidos com o emprego do co´digo computacional desenvolvido neste trabalho.
Durante a implementac¸a˜o do co´digo nume´rico para investigar a soluc¸a˜o do problema
do espalhamento do o´leo em mar calmo, adotou-se a estrate´gia de se realizar o aferimento
de cada termo implementado pelo SPH nas equac¸o˜es de conservac¸a˜o para ﬂuidos viscosos
e incompress´ıveis (equac¸o˜es de Navier-Stokes) e comparar os resultados com os existentes
na literatura.
Ao longo de sua implementac¸a˜o, o co´digo foi utilizado na soluc¸a˜o de determinados
problemas f´ısicos. Pela ana´lise das soluc¸o˜es nume´ricas alcanc¸adas, mediante suas com-
parac¸o˜es com os resultados da literatura, foi poss´ıvel concluir-se sobre a correta aplicac¸a˜o
de conceitos f´ısicos, resultados matema´ticos e instrumentos nume´ricos no algoritmo com-
putacional. A seguir, sa˜o apresentados os problemas f´ısicos simulados e o objetivo de
cada estudo.
1. Foi simulada a difusa˜o de calor em uma placa plana homogeˆnea com o objetivo de
se veriﬁcar o efeito do nu´mero de part´ıculas que discretizam o domı´nio, bem como
a inﬂueˆncia dos contornos na soluc¸a˜o. A avaliac¸a˜o da aplicabilidade do operador
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laplaciano, conforme apresentado no cap´ıtulo 4, para a aproximac¸a˜o de equac¸o˜es
diferenciais parciais de segunda ordem tambe´m necessitava ser realizada.
2. Estudo de um reservato´rio contendo ﬂuido uniforme, incompress´ıvel e isote´rmico em
repouso (equil´ıbrio hidrosta´tico), objetivando-se veriﬁcar nas simulac¸o˜es qual o efeito
da aplicac¸a˜o da pressa˜o modiﬁcada, conforme proposta em Batchelor (2000), [46].
Resultados de pesquisa anterior apresentada por Vorobyev (2013), [44], mostram
a permaneˆncia do movimento das part´ıculas de ﬂuido, mesmo apo´s encerrado o
per´ıodo transiente.
3. Estudo nume´rico da ruptura da barragem; foram testados os contornos geome´tricos
e a reﬂexa˜o das part´ıculas de ﬂuido nas paredes so´lidas do tanque que o continha
(tratamento apresentado na subsec¸a˜o 4.1.10), a restaurac¸a˜o da consisteˆncia nas
regio˜es pro´ximas aos contornos, realizada atrave´s do me´todo CSPM - Corrective
Smoothed Particle Method -, conforme apresentado na subsec¸a˜o 4.1.15, a inﬂueˆncia da
implementac¸a˜o da viscosidade artiﬁcial e a ana´lise da interpenetrac¸a˜o das part´ıculas
durante a simulac¸a˜o.
Os resultados encontrados para cada um dos testes sera˜o apresentados a seguir.
5.2 Difusa˜o de Calor
A equac¸a˜o de conservac¸a˜o da energia, Eq. (3.3), na auseˆncia de campos de pressa˜o e
dissipac¸a˜o de energia e´ escrita da forma a seguir:
1
α
DT
Dt
=
(
∂2T
∂x2
+
∂2T
∂y2
)
+
q˙
K
, (5.1)
α =
K
ρcv
. (5.2)
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Na situac¸a˜o em que o material e´ homogeˆneo, com propriedades uniformes, e na˜o
existam fontes de calor, a equac¸a˜o anterior se simpliﬁca:
1
α
DT
Dt
=
(
∂2T
∂x2
+
∂2T
∂y2
)
(5.3)
onde α e´ a difusividade te´rmica.
No regime permanente, a Eq. (5.3) torna-se:
(
∂2T
∂x2
+
∂2T
∂y2
)
= 0. (5.4)
A placa e suas dimenso˜es sa˜o apresentadas na Figura 5.1. Todo o domı´nio possu´ıa no
instante inicial uma temperatura T0 , ou seja, a temperatura inicial era uniforme. Nos
contornos foram prescritas temperaturas nulas, exceto no inferior, ao qual foi atribu´ıda
uma temperatura de 100◦C.
As condic¸o˜es iniciais e de contorno sa˜o apresentadas a seguir:
Condic¸o˜es iniciais:
T (x, y) = T0, (0 < x < 1 e 0 < y < 1),
Condic¸o˜es de contorno:
T (0, y) = 0◦C, (0 ≤ y ≤ 1),
T (1, y) = 0◦C, (0 ≤ y ≤ 1),
T (x, 0) = TS = 100
◦C, (0 ≤ x ≤ 1),
T (x, 1) = 0◦C, (0 ≤ x ≤ 1).
Foram empregados os me´todos dos Volumes Finitos (VFM) e Smoothed Particle Hy-
drodynamics para a soluc¸a˜o da equac¸a˜o da difusa˜o de calor, a partir do regime transiente,
ate´ que fosse atingido o estado estaciona´rio.
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Figura 5.1: Dimenso˜es da placa plana homogeˆnea.
A Eq.(5.5) apresenta a expressa˜o SPH empregada para a obtenc¸a˜o do laplaciano da
temperatura:
(
∂2Ti
∂x2
+
∂2Ti
∂y2
)
= 2αi
∑
b
mj
ρj
(Ti − Tj) Xi − Xj|Xi − Xj|2
.∇W (Xi −Xj, h) , (5.5)
Numericamente, a previsa˜o da temperatura das part´ıculas para o tempo avanc¸ado foi
realizada pelo me´todo de integrac¸a˜o nume´rica de Euler:
Tm+1 = Tm +
(
∂2T
∂x2
+
∂2T
∂y2
)m
Δt, (5.6)
No Me´todo dos Volumes Finitos, o esquema nume´rico utilizado foi:
Tm+1I,J = T
m
I,J +
Δt
ΔxΔy
(
−α
(
TmI,J − TmI,J−1
Δy
)
Δx+ α
(
TmI+1,J − TmI,J
Δx
)
Δy+
α
(
TmI,J+1 − TmI,J
Δy
)
Δx− α
(
TmI,J − TmI−1,J
Δx
)
Δy
)
, (5.7)
onde:
I representa o centro do volume de controle
J representa o centro do volume de controle adjacente ao de centro I
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Δx e´ o comprimento do lado do volume de controle na direc¸a˜o x
Δy e´ o comprimento do lado do volume de controle na direc¸a˜o y
A soluc¸a˜o tomada como refereˆncia para a comparac¸a˜o dos resultados obtidos pelos
dois me´todos anteriores foi a encontrada mediante a Te´cnica de Separac¸a˜o de Varia´veis
aplicada a` Eq. (5.4), para o regime estaciona´rio, conforme apresentada por Pletcher et al.
(2013), [62]. A temperatura em um ponto da placa foi obtida mediante a expressa˜o:
T (x, y) =
∞∑
d=1
Ad sin(dπx) sinh[dπ(y − 1)], (5.8)
Ad =
2TS
d
[(−1)d − 1]
sinh(d)
. (5.9)
Foram empregados os noventa primeiros termos na se´rie apresentada na Eq. (5.8)
para a obtenc¸a˜o da distribuic¸a˜o da temperatura na placa plana estudada.
5.2.1 Simulac¸o˜es Nume´ricas
O domı´nio computacional consistiu em uma regia˜o quadrada com 1,00 m de lado
representativa da placa plana onde ocorreu a difusa˜o de calor.
No modelo nume´rico empregando o SPH, o domı´nio foi discretizado por part´ıculas em
forma de c´ırculos, dispostas inicialmente no domı´nio de maneira que tangenciavam-se. Os
centros de massa de cada part´ıcula estiveram separados lateralmente por uma distaˆncia
dx = dy = 1/np, onde np e´ o nu´mero de part´ıculas dispostas por cada lado do domı´nio.
Foram deﬁnidas diferentes conﬁgurac¸o˜es iniciais de part´ıculas, visando a veriﬁcac¸a˜o
do efeito do nu´mero de part´ıculas empregado na discretizac¸a˜o do domı´nio no resultado da
simulac¸a˜o. A Tabela 5.1 apresenta os nu´meros de part´ıculas por lado do domı´nio e as
respectivas distaˆncias laterais entre os centros de massa.
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Tabela 5.1: Conﬁgurac¸o˜es Iniciais de Part´ıculas e Distaˆncias entre os Centros de Massa
N.o de part´ıculas por lado Distaˆncia lateral (m)
50 0,0200
60 0,0167
70 0,0143
80 0,0125
90 0,0111
No tratamento dos contornos nas simulac¸o˜es SPH, 100 (cem) part´ıculas virtuais foram
dispostas em cada um dos lados da placa.
A distribuic¸a˜o inicial de 50 part´ıculas por lado do domı´nio e as part´ıculas virtuais
ﬁxadas nos contornos, com suas respectivas temperaturas, sa˜o mostradas na Figura 5.2.
Apo´s a distribuic¸a˜o inicial, foram atribu´ıdas propriedades f´ısicas a`s part´ıculas (massa
espec´ıﬁca, temperatura e difusividade te´rmica). As temperaturas nos contornos superior,
direito e esquerdo foram de 0◦C e no contorno inferior de 100◦C. A difusividade te´rmica
empregada foi de 1,00 m2/ s, para efeitos de simpliﬁcac¸a˜o dos ca´lculos nume´ricos, da
mesma forma encontrada em Rook et al. (2007), [42]. O passo de tempo de simulac¸a˜o
para o qual ocorreu a convergeˆncia da simulac¸a˜o foi de 1,00.10−5 s. Todas as part´ıculas
permaneceram imo´veis (com velocidades nulas) durante a simulac¸a˜o. As part´ıculas
virtuais na˜o sofreram alterac¸o˜es em quaisquer de suas propriedades f´ısicas durante o
tempo estudado.
Quatro tipos de kernels foram empregados nas simulac¸o˜es SPH: spline cu´bico, qua´rtico
de Lucy, novo qua´rtico e spline qu´ıntico, apresentados na Tabela 4.1.
O te´rmino das simulac¸o˜es ocorreu quando o erro ma´ximo alcanc¸ado, nas simulac¸o˜es
SPH e VFM, foi inferior a 1,00.10−6 ◦C, calculado da seguinte forma:
∣∣Tm+1 − T k∣∣ < erro. (5.10)
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Os pontos de grade para as simulac¸o˜es que empregaram o Me´todo dos Volumes Finitos
e a Te´cnica de Separac¸a˜o de Varia´veis foram coincidentes com as posic¸o˜es iniciais das
part´ıculas no SPH. As distribuic¸o˜es de temperaturas obtidas no regime estaciona´rio pelos
treˆs me´todos foram comparadas adotando-se a soluc¸a˜o anal´ıtica (Te´cnica de Separac¸a˜o de
Varia´veis) como refereˆncia.
Na ana´lise dos resultados, notou-se de forma clara o efeito dos contornos na soluc¸a˜o
obtida pelo SPH. O truncamento da func¸a˜o de suavizac¸a˜o nas fronteiras conduziu a`s
maiores diferenc¸as entre as temperaturas das part´ıculas e as encontradas nos no´s da grade
da soluc¸a˜o anal´ıtica (tomada como refereˆncia) nessas regio˜es.
Figura 5.2: Distribuic¸a˜o inicial de 50x50 part´ıculas para as simulac¸o˜es SPH.
O efeito do nu´mero de part´ıculas no domı´nio tambe´m foi observado: a` medida que se
aumentava o nu´mero de part´ıculas, as diferenc¸as entre as temperaturas diminu´ıam para
regio˜es cada vez mais amplas do domı´nio, aumentando, no entanto, nos cantos da placa.
Este comportamento foi visto para todos os kernels empregados.
A Figura 5.3 apresenta as maiores diferenc¸as de temperaturas encontradas nas si-
mulac¸o˜es realizadas pelo me´todo SPH e pelo VFM.
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A Tabela 5.2 apresenta as maiores diferenc¸as entre as temperaturas (ΔT ) obtidas
de forma anal´ıtica e pelo SPH. Estas diferenc¸as tambe´m sa˜o apresentadas na forma
percentual, calculadas a partir da expressa˜o:
ΔTp =
(
Tan − TSPH
Tan
)
100 =
(
ΔT
Tan
)
100. (5.11)
onde:
Tan e´ a temperatura obtida analiticamente
TSPH e´ a temperatura obtida pelo SPH
ΔTp e´ a maior diferenc¸a percentual entre as temperaturas, obtidas analiticamente
e pelo SPH
Na Tabela 5.3, esta˜o as posic¸o˜es das part´ıculas onde ocorreram as maiores diferenc¸as
entre as temperaturas (apresentadas na Tabela 5.2).
A partir da ana´lise das Tabelas 5.2 e 5.3, conclui-se que as maiores diferenc¸as de
temperaturas ocorreram em posic¸o˜es pro´ximas aos cantos inferiores da placa, onde foram
vistos os maiores gradientes de temperatura.
A quantidade de part´ıculas no domı´nio exerceu uma inﬂueˆncia signiﬁcativa nos re-
sultados encontrados. Notou-se que as diferenc¸as entre as temperaturas tornaram-se
menores em a´reas cada vez maiores, a` medida que o nu´mero de part´ıculas no domı´nio era
incrementado, como mostra a Figura 5.4 para o kernel de quinto grau.
Os pontos onde ocorreram aumentos das diferenc¸as entre as temperaturas estavam
localizados bastante pro´ximos aos cantos, onde se encontravam, por sua vez, as desconti-
nuidades de temperaturas entre os contornos (encontro dos lados direito e esquerdo com o
inferior). Estas regio˜es sa˜o cr´ıticas e necessitam de correc¸o˜es nos valores das temperaturas,
para a obtenc¸a˜o de uma soluc¸a˜o mais precisa. Outra varia´vel que inﬂuenciou a soluc¸a˜o
SPH foi a func¸a˜o de suavizac¸a˜o empregada. Para um mesmo nu´mero de part´ıculas que
discretizavam o domı´nio, as menores diferenc¸as de temperaturas foram obtidas quando
empregado o kernel de maior grau.
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Figura 5.4: Efeito do aumento do nu´mero de part´ıculas (as diferenc¸as de temperaturas
sa˜o reduzidas na maior parte do domı´nio). Resultados obtidos utilizando o kernel spline
qu´ıntico com (a) 2500, (b) 4900 e (c) 8100 part´ıculas.
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A expressa˜o empregada para a aproximac¸a˜o do laplaciano de temperatura apresentou
excelentes resultados nas regio˜es interiores do domı´nio, onde na˜o ocorreu o truncamento
da func¸a˜o de suavizac¸a˜o e, consequentemente, na˜o foi vista a inconsisteˆncia do me´todo
SPH. A aplicac¸a˜o da Eq. (5.5) para a aproximac¸a˜o do laplaciano de uma grandeza
f´ısica mostrou-se adequada e foi validada a partir dos resultados encontrados em regio˜es
afastadas dos contornos.
O tempo de uso de CPU foi medido em todas as simulac¸o˜es efetuadas nesta Tese de
Doutorado, na qual foi empregado o sistema operacional Linux (distribuic¸a˜o openSuse
13.1), um processador Intel i5-2450M (2a gerac¸a˜o) e uma ma´quina com 8GB de memo´ria
RAM. O co´digo nume´rico utilizou processamento serial.
A Tabela 5.4 apresenta os tempos de processamento para as simulac¸o˜es nume´ricas da
difusa˜o de calor em placa plana que utilizaram o me´todo SPH.
Nas simulac¸o˜es que empregaram o me´todo dos Volumes Finitos, os tempos de proces-
samento foram de 10 min e 52 s, 8 min e 15 s, 8 min e 18 s, 7 min e 8 s e 17 min e 4 s,
quando empregados 2500, 3600, 4900, 6400 e 8100 volumes de controle, respectivamente.
O tempo de ocorreˆncia da difusa˜o de calor, a partir do regime transiente ate´ se alcanc¸ar
o regime estaciona´rio, esteve entre 0,43140 s e 0,45366 s nas simulac¸o˜es SPH e entre
0,45530 s e 0,45339 s nas simulac¸o˜es VFM. Isto mostra uma boa concordaˆncia entre ambos
os me´todos na simulac¸a˜o do fenoˆmeno f´ısico, ressaltando-se, entretanto, o maior custo
computacional apresentado em todas as simulac¸o˜es SPH.
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5.3 Reservato´rio esta´tico preenchido com ﬂuido in-
compress´ıvel
Este problema de hidrosta´tica consiste em um tanque aberto, em repouso, preenchido
por um l´ıquido uniforme e incompress´ıvel.
As leis f´ısicas de conservac¸a˜o da massa e balanc¸o da quantidade de movimento sa˜o
obedecidas para o caso estudado. A soluc¸a˜o se resumiu a` obtenc¸a˜o de uma soluc¸a˜o para
a equac¸a˜o do balanc¸o da quantidade de movimento, por serem empregadas part´ıculas
lagrangianas incompress´ıveis. A ana´lise foi realizada para um domı´nio 2D.
A equac¸a˜o do balanc¸o da quantidade de movimento integrada na direc¸a˜o vertical (y)
conduz a:
P = P0 + ρg(H − y) (5.12)
onde:
P0 e´ a pressa˜o de refereˆncia
H e´ a altura do ﬂuido no reservato´rio
A origem do referencial, com sentido positivo da direc¸a˜o vertical aponta para cima,
esta´ no fundo do tanque e P0 e´ a pressa˜o atmosfe´rica.
No estudo deste problema hidrosta´tico, foi aplicado o conceito da pressa˜o modiﬁcada
(apresentado na subsec¸a˜o 3.2), visando a ana´lise de sua aplicabilidade nesta pesquisa.
5.3.1 Simulac¸o˜es Nume´ricas
A seguir sera´ apresentada a modelagem nume´rica efetuada pelo me´todo SPH, com a
aplicac¸a˜o do conceito da pressa˜o modiﬁcada.
No caso em que o ﬂuido esta´ em repouso, a pressa˜o modiﬁcada tem valor nulo:
P mod = (P − P0)− ρg(H − y) = 0 ⇒ P mod = 0 (5.13)
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O que implica que o gradiente da pressa˜o modiﬁcada tambe´m seja nulo:
∇P mod
ρ
= 0. (5.14)
Atrave´s do me´todo SPH, foi obtida a expressa˜o para a aproximac¸a˜o do gradiente da
pressa˜o modiﬁcada:
(∇P mod
ρ
)
i
= −
n∑
j=1
mj
(
P mod i
ρ2i
+
P mod j
ρ2j
)
∇W(Xi −Xj, h) , (5.15)
onde:
P mod i e´ a pressa˜o modiﬁcada na part´ıcula i
P mod j e´ a pressa˜o modiﬁcada na part´ıcula j
Foi solucionada a equac¸a˜o do balanc¸o da quantidade de movimento, escrita de uma
forma alternativa, agregando-se o conceito da pressa˜o modiﬁcada:
D
→
v i
Dt
= −
(∇P mod
ρ
)
i
+ 2υi
n∑
j=1
mj
ρj
(→
v i − →v j
) (Xi −Xj)
|Xi −Xj|2
.∇W (Xi −Xj, h). (5.16)
A distribuic¸a˜o inicial das part´ıculas no domı´nio foi feita de forma regular com 50
part´ıculas por lado do tanque com dimenso˜es 1,00 m x 1,00 m, ou seja, 2500 part´ıculas
de ﬂuido. O nu´mero de part´ıculas vizinhas de uma part´ıcula ﬁxa foi de 21 (vinte e um),
pelos motivos apresentados na subsec¸a˜o 4.1.8. A Figura 5.5 mostra a distribuic¸a˜o inicial
das part´ıculas no domı´nio.
O tratamento dos contornos se deu com a utilizac¸a˜o de part´ıculas virtuais. Foram
adicionadas treˆs linhas e treˆs colunas deste tipo de part´ıculas nas laterais do domı´nio,
no total um total de 636 (seiscentos e trinta e seis), garantindo-se que na˜o haveria
o truncamento do kernel - uma melhor explicac¸a˜o deste assunto esta´ na sec¸a˜o 4.1.10.
Objetivava-se assegurar que todas as part´ıculas possu´ıssem um domı´nio de inﬂueˆncia
completo o que, combinado a` regular distribuic¸a˜o destas no domı´nio f´ısico do problema,
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evitaria a inconsisteˆncia do me´todo nas regio˜es de fronteiras.
O campo de presso˜es modiﬁcadas foi inicializado com o valor zero.
O passo de tempo empregado foi de 1, 00.10−4s.
Figura 5.5: Distribuic¸a˜o inicial das part´ıculas de ﬂuido (vermelhas) e das part´ıculas
virtuais (azuis), as u´ltimas em uma regia˜o expandida do domı´nio.
Apo´s a soluc¸a˜o da Eq. (5.16) e atualizac¸a˜o das posic¸o˜es e velocidades das part´ıculas
pela integrac¸a˜o temporal, veriﬁcou-se que as mesmas mantiveram-se inalteradas, com a
manutenc¸a˜o do equil´ıbrio hidrosta´tico. Desta forma, para o campo de presso˜es modiﬁcadas
foi renovado o valor nulo, haja vista que as part´ıculas permaneceram em repouso.
Sabe-se que o SPH possui um erro de 2a ordem, oriundo do truncamento da se´rie
de Taylor (subsec¸a˜o 4.1.5). Quando o me´todo e´ aplicado para se aproximar a forc¸a de
pressa˜o, a` qual e´ adicionado o termo da forc¸a gravitacional (na equac¸a˜o do balanc¸o da
quantidade de movimento), sem o emprego da pressa˜o modiﬁcada, restam pequenos erros
que, apesar de suas pequenas ordens de grandeza, adicionam-se e se propagam ao longo
da simulac¸a˜o, resultando no aparecimento dos movimentos das part´ıculas, como mostra a
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literatura, [44].
Empregando a pressa˜o modiﬁcada, foi evitada a obtenc¸a˜o de resultados aproximados
para os termos da equac¸a˜o do balanc¸o da quantidade de movimento, os erros se tornaram
inexistentes e uma soluc¸a˜o consistente com o problema f´ısico foi obtida. Apo´s 50.000
(cinquenta mil) iterac¸o˜es nume´ricas, que conduziram a um tempo de processamento de 10
horas, 50 minutos e 18,61 segundos, veriﬁcou-se a coincideˆncia das posic¸o˜es iniciais das
part´ıculas com as obtidas no instante de tempo 5,00 segundos, conforme mostra a Figura
5.6.
Figura 5.6: Coincideˆncia das posic¸o˜es das part´ıculas no instante inicial
(circunfereˆncias em vermelho) e no instante 5,00 s (pontos pretos).
As linhas azuis representam as paredes do reservato´rio.
No presente trabalho, o emprego da pressa˜o modiﬁcada para o caso hidrosta´tico
conduziu a um excelente resultado, onde na˜o se veˆ o movimento das part´ıculas na si-
mulac¸a˜o. Este problema apresentava uma grande diﬁculdade na sua soluc¸a˜o, o que se
encontra exposto na literatura. Em estudo recente, Vorobyev, no ano de 2013, apresentou
resultados em que a oscilac¸a˜o das posic¸o˜es das part´ıculas se mostrava presente, mesmo
apo´s o te´rmino do regime transiente, [44]. Com a implementac¸a˜o do conceito da pressa˜o
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modiﬁcada, a soluc¸a˜o nume´rica concordante com a soluc¸a˜o anal´ıtica para o problema foi
alcanc¸ada. Isto demonstra a aplicabilidade deste conceito em problemas da Dinaˆmica dos
Fluidos, para ﬂuidos incompress´ıveis, o que foi realizado neste trabalho.
5.4 Ruptura da Barragem
Na modelagem do problema da quebra de barragem, garantiu-se a obedieˆncia a`s leis
da conservac¸a˜o da massa e balanc¸o da quantidade de movimento - Eqs. (3.1) e (3.2).
A validac¸a˜o do co´digo nume´rico desenvolvido neste trabalho, para a simulac¸a˜o da
ruptura da barragem, foi efetuada em duas etapas. Primeiramente, utilizou-se como
refereˆncia uma simulac¸a˜o apresentada por Gomez-Gesteira et al. no guia de utilizac¸a˜o
do co´digo nume´rico aberto SPHysics, [52], previamente validado a partir de resultados
experimentais. A validac¸a˜o do co´digo prosseguiu com a comparac¸a˜o direta com os
resultados experimentais apresentados no trabalho de Cruchaga el al. (2007), [63].
Ao ﬁnal da validac¸a˜o foi poss´ıvel aferir: 1) os contornos geome´tricos e a reﬂexa˜o das
part´ıculas nas paredes so´lidas do tanque; 2) a restaurac¸a˜o da consisteˆncia nas regio˜es
pro´ximas aos contornos (realizada atrave´s do me´todo CSPM - Corrective Smoothed Particle
Method; 3) a inﬂueˆncia da implementac¸a˜o da viscosidade artiﬁcial; e 4) a ocorreˆncia da
interpenetrac¸a˜o das part´ıculas, durante a simulac¸a˜o realizada empregando co´digo desta
pesquisa.
As duas etapas da validac¸a˜o sa˜o apresentadas a seguir.
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5.4.1 Validac¸a˜o a partir do SPHysics
O co´digo nume´rico SPHysics foi validado para utilizac¸a˜o na simulac¸a˜o da ruptura da
barragem a partir de experimentos de laborato´rio realizados por Kleefsman et al. (2008),
[64], conforme publicac¸o˜es realizadas por Crespo et al. (2011) e Gomez-Gesteira et al.
(2012), [65] e [66]. Os instrumentos nume´ricos apresentados na subsec¸a˜o 4.1.11 (viscosidade
artiﬁcial, XSPH, o Filtro de Shepard e a pressa˜o artiﬁcial) foram implementados pelos
autores naquela simulac¸a˜o.
As condic¸o˜es de contorno empregadas foram as dinaˆmicas conforme apresentadas por
Gomez-Gesteira et al. (2012), [53], cujos princ´ıpios foram apresentados na subsec¸a˜o 4.1.10.
O domı´nio computacional consistia em um tanque de 4,00 m de comprimento e 4,00 m
de altura, contendo inicialmente ﬂuido, que ocupava inicialmente uma a´rea retangular de
dimenso˜es de 2,00 m x 1,00 m. A Figura 5.7 mostra a geometria do domı´nio computacional,
bem como a discretizac¸a˜o do ﬂuido por part´ıculas.
Figura 5.7: Geometria do domı´nio computacional e discretizac¸a˜o do ﬂuido
por part´ıculas (disposic¸a˜o antes da abertura da comporta).
Nos para´grafos a seguir sera˜o apresentados os paraˆmetros das simulac¸o˜es efetuadas
pelo co´digo nume´rico aberto SPHysics e pelo co´digo computacional que se desejava validar.
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No SPHysics, as part´ıculas foram dispostas com uma separac¸a˜o inicial entre seus
centros de massa de 3,00 cm. O passo de tempo empregado foi iniciado como 1, 00.10−4s,
sendo varia´vel e calculado pelo crite´rio apresentado por Gomez-Gesteira et al. (2010),
[52]. A equac¸a˜o de Tait foi utilizada na previsa˜o do campo de presso˜es das part´ıculas.
Foi implementada a viscosidade artiﬁcial com os coeﬁcientes απ = 0, 30 e βπ = 0, 00, e
aplicado o Filtro de Shepard para a reinicializac¸a˜o da massa espec´ıﬁca. O tratamento das
fronteiras se deu atrave´s das condic¸o˜es de contornos dinaˆmicas. Na˜o houve correc¸o˜es para
os gradientes de pressa˜o. Para se evitar a instabilidade de tensa˜o, o SPHysics aplicou a
pressa˜o artiﬁcial proposta por Monaghan (2000), [60], apresentada na subsec¸a˜o 4.1.13. O
kernel empregado foi uma func¸a˜o cu´bica, tambe´m denominada spline cu´bico pelos autores
do co´digo nume´rico:
W (Xi −Xj, h) = 10
7πh2
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(
1− 3
2
− q2 + 3
4
q3
)
, 0 ≤ q ≤ 1(
1
4
(2− q3)
)
, 1 < q ≤ 2
0, c.c.
(5.17)
Nas primeiras simulac¸o˜es deste trabalho, foi empregada uma modelagem matema´tica
para as forc¸as viscosas laminares no ﬂuido. A separac¸a˜o lateral inicial entre os centros de
massa das part´ıculas foi de 2,86 cm, tendo sido empregadas 2556 part´ıculas na discre-
tizac¸a˜o do volume de a´gua. O passo de tempo foi de 1, 00.10−4 s, mantido este valor para
toda a simulac¸a˜o. No tratamento da superf´ıcie livre, as part´ıculas que a constitu´ıam foram
marcadas e a elas aplicadas a condic¸a˜o de pressa˜o nula e constante. Para o tratamento
dos contornos so´lidos, foram empregados planos onde ocorriam reﬂexo˜es das part´ıculas,
com um coeﬁciente de restituic¸a˜o da energia cine´tica igual a 1,00 (choques ela´sticos das
part´ıculas contra os planos). O kernel empregado foi o spline cu´bico apresentado por Liu
e Liu (2010), [4], conforme a Eq. (4.29), a seguir transcrita:
W (Xi −Xj, h) = 15
7πh2
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(
2
3
− q2 + 1
2
q3
)
, 0 ≤ q ≤ 1(
1
6
(2− q3)
)
, 1 < q ≤ 2
0, c.c.
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O campo de presso˜es foi estimado com o emprego da equac¸a˜o de Tait, com o termo
B, no valor de 0, 85.105 Pa. O Filtro de Shepard foi aplicado para a renormalizac¸a˜o da
massa espec´ıﬁca. Foi empregado o me´todo CSPM (Me´todo de Part´ıculas Suavizadas
Corrigido) para a correc¸a˜o dos gradientes de pressa˜o a cada iterac¸a˜o. Nesta fase, na˜o
houve o emprego da viscosidade artiﬁcial, do XSPH e da pressa˜o artiﬁcial (para evitar a
interpenetrac¸a˜o das part´ıculas). Em todas as simulac¸o˜es desta sec¸a˜o, a velocidade do som
no ﬂuido foi deﬁnida como 62,60 m/s.
Veriﬁcou-se uma boa concordaˆncia entre os resultados, principalmente no que se refere
ao deslocamento horizontal das frentes de onda, com defasagem de 14,30 cm entre elas
(com adiantamento da simulac¸a˜o desta pesquisa), no instante 0,40 s, conforme mostra a
Figura 5.8. Em termos percentuais, ha´ uma diferenc¸a entre os deslocamentos de 6,40%.
No instante 0,80 s foi visto que, apo´s atingir a parede direita do tanque a onda atingiu
uma altura aproximada de 1,50 m na simulac¸a˜o deste trabalho, enquanto que na simulac¸a˜o
que empregou o SPHysics esta altura foi de 0,60 m. A Figura 5.9 apresenta graﬁcamente
estes resultados.
Em 1,70 s, a simulac¸a˜o mostrou a ocorreˆncia do desprendimento de part´ıculas, o que
veio a provocar a interrupc¸a˜o prematura da simulac¸a˜o, pelo aparecimento de part´ıculas ﬁxas
sem vizinhas detectadas em seus respectivos domı´nios de inﬂueˆncia. Este comportamento
e´ visto na Figura 5.10.
Devido aos resultados anteriores na˜o satisfato´rios, uma nova simulac¸a˜o foi efetuada,
com a implementac¸a˜o da viscosidade artiﬁcial (com os coeﬁcientes απ = 0, 30 e βπ = 0, 00)
em conjunto com a modelagem das forc¸as viscosas laminares no ﬂuido, mantidas as demais
implementac¸o˜es da simulac¸a˜o anterior. Os resultados alcanc¸ados foram mais concordantes
com o SPHysics no que se refere ao alcance da frente da onda em todo o per´ıodo simulado,
a` altura atingida pela onda apo´s colidir com a parede do tanque, bem como a` posic¸a˜o da
superf´ıcie livre, do instante inicial ate´ o tempo de 1,70 s.
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Figura 5.8: Deslocamento horizontal das frentes de onda. As imagens
se referem a`s simulac¸o˜es do SPHysics (superior) e a` deste trabalho.
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Figura 5.9: Alturas atingidas pela onda no instante 0,80 s, segundo as
simulac¸o˜es do SPHysics e inicial deste trabalho, respectivamente.
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Figura 5.10: Desprendimento de part´ıculas na primeira
simulac¸a˜o desta pesquisa, no instante 1,70 s.
A defasagem entre as frentes de onda (SPHysics e da simulac¸a˜o atual), no instante
0,40 s, reduziu-se para 2,86 cm, o que equivale a uma diferenc¸a percentual de 2,5 % entre
os deslocamentos. A Figura 5.11 mostra a reduc¸a˜o da defasagem entre os deslocamentos,
alcanc¸ada com o emprego da viscosidade artiﬁcial.
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Figura 5.11: Deslocamento da onda no instante 0,40 s, para as simulac¸o˜es SPHysics e
deste trabalho (com a implementac¸a˜o da viscosidade artiﬁcial), respectivamente.
No instante 0,80 s foi visto que a altura da onda se reduziu para 0,50 m, conforme
apresenta a Figura 5.12, aproximando-se da altura de 0,60 m da simulac¸a˜o tomada como
refereˆncia (a diferenc¸a percentual entre elas foi de 16,66%).
Com a implementac¸a˜o da viscosidade artiﬁcial, houve tambe´m uma reduc¸a˜o no des-
prendimento de part´ıculas, e a simulac¸a˜o pode ser estendida ate´ o tempo 6 segundos.
Na Figura 5.13 e´ mostrada graﬁcamente a ruptura da barragem, com o emprego
do co´digo SPhysics e das duas verso˜es deste trabalho (com e sem a implementac¸a˜o da
viscosidade artiﬁcial).
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Figura 5.12: Alturas atingidas pela onda no instante 0,80 s. Simulac¸o˜es SPHysics, na
parte superior, e deste trabalho (com a implementac¸a˜o da viscosidade artiﬁcial).
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As part´ıculas que formavam a superf´ıcie livre, marcadas no in´ıcio da simulac¸a˜o, foram
monitoradas ate´ o momento da colisa˜o contra a parede direita do tanque. Isto permitiu a
quantiﬁcac¸a˜o da interpenetrac¸a˜o das part´ıculas, problema existente nas simulac¸o˜es SPH,
pela obtenc¸a˜o de valores para as a´reas sob a superf´ıcie livre. Foi empregado o seguinte
procedimento: 1) emprego do me´todo dos mı´nimos quadrados no ajuste de um polinoˆmio
interpolador aos dados (pontos espaciais deﬁnidos pelos centros de massa das part´ıculas
da superf´ıcie livre); 2) integrac¸a˜o nume´rica para obtenc¸a˜o da a´rea sob a curva ajustada.
A Figura 5.14 apresenta as part´ıculas que deﬁniram a superf´ıcie livre em diferentes
momentos da simulac¸a˜o e as curvas ajustadas pelo me´todo dos mı´nimos quadrados.
A Figura 5.15 apresenta os valores encontrados para as a´reas, do instante inicial ate´
o momento de colisa˜o contra a parede direita do tanque. No instante 0,55 s, o ma´ximo
valor alcanc¸ado mostrou uma variac¸a˜o positiva em relac¸a˜o ao in´ıcio da simulac¸a˜o de
10,23%. No instante de contato do ﬂuido com a parede direita do tanque, veriﬁcou-se um
acre´scimo de 4,40% na a´rea. Tais resultados mostraram que o efeito de interpenetrac¸a˜o
na˜o foi signiﬁcante no per´ıodo de tempo estudado.
Devido a` diminuic¸a˜o do desprendimento de part´ıculas na simulac¸a˜o onde foi imple-
mentada a viscosidade artiﬁcial, foi poss´ıvel serem realizadas simulac¸o˜es para tempos
maiores, pro´ximos do momento de repouso do ﬂuido. A Figura 5.16 apresenta os resultados
encontrados pelo SPHysics e pelo co´digo desenvolvido neste trabalho para um momento de
quase-repouso do ﬂuido. Na primeira linha esta˜o apresentadas as posic¸o˜es das part´ıculas
no fundo do tanque e na segunda linha a superf´ıcie livre no instante 6,00 s.
Mediante o ca´lculo da a´rea ocupada pelas part´ıculas no instante 6,00 s, usando a mesma
metodologia anterior, foram encontrados os seguintes valores percentuais de variac¸a˜o das
a´reas em relac¸a˜o a` inicial: para o SPHysics, reduc¸a˜o de 6,05% e, para o co´digo nume´rico
deste trabalho, aumento de 21,64%.
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Figura 5.15: A´reas sob a superf´ıcie livre ate´ o choque do ﬂuido contra a parede do tanque.
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Figura 5.16: Conﬁgurac¸a˜o das part´ıculas no instante 6,00 s. Na primeira linha, a
disposic¸a˜o das part´ıculas. Na segunda linha, a identiﬁcac¸a˜o das
part´ıculas da superf´ıcie livre.
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Os tempos de processamento (uso de CPU) medidos nas simulac¸o˜es, sem e com o
emprego da viscosidade artiﬁcial, foram 5 horas, 34 minutos e 15,79 segundos; e 5 horas,
35 minutos e 57,75 segundos, respectivamente.
5.4.2 Validac¸a˜o Experimental
A validac¸a˜o do co´digo para a simulac¸a˜o da ruptura da barragem teve como etapa ﬁnal
a comparac¸a˜o com os resultados experimentais apresentados por Cruchaga et al. (2007),
[63]. A Figura 5.17 mostra o dispositivo experimental utilizado pelos pesquisadores.
Figura 5.17: Dispositivo utilizado nos experimentos da
ruptura da barragem. Adaptada de [63].
Simulac¸o˜es nume´ricas foram realizadas para duas geometrias, a seguir descritas:
1. A´rea quadrada com lados 0,114m, preenchida por ﬂuido e discretizada por 1296
part´ıculas, com distaˆncias laterais entre seus centros de massa de 3,26 mm;
2. A´rea retangular com lados 0,228m e 0,114m, preenchida por ﬂuido e discretizada
por 2556 part´ıculas, cujos centros de massa estavam separados lateralmente por
3,26 mm.
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A Figura 5.18 apresenta as geometrias dos domı´nios computacionais e as distribuic¸o˜es
iniciais das part´ıculas.
Figura 5.18: Geometrias dos domı´nios computacionais e
disposic¸o˜es iniciais das part´ıculas.
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Os paraˆmetros empregados nas simulac¸o˜es foram: modelagem matema´tica das tenso˜es
laminares do ﬂuido, implementac¸a˜o da viscosidade artiﬁcial, estimativa do campo de
presso˜es com o emprego da equac¸a˜o de Tait (termo B com o valor de 0, 85.105), emprego
do me´todo CSPM para a correc¸a˜o dos gradientes de pressa˜o das part´ıculas pro´ximas dos
contornos e do Filtro de Shepard para renormalizac¸a˜o da massa espec´ıﬁca, interpolac¸o˜es
SPH empregando o kernel spline cu´bico - Eq. (4.29) -, tratamento dos contornos com
o emprego de planos ﬁxos (contra os quais ocorriam coliso˜es totalmente ela´sticas das
part´ıculas, ou seja, coeﬁciente de restituic¸a˜o de energia cine´tica igual a 1,00), integrac¸a˜o
nume´rica com o me´todo de Euler e passo de tempo de simulac¸a˜o de 1,00.10−5. As
simulac¸o˜es nume´ricas foram efetuadas ate´ o tempo f´ısico de 0, 50 s, num total de 50000
iterac¸o˜es. Em ambas as geometrias simuladas, foi implementada a viscosidade artiﬁcal
com os coeﬁcientes απ recebendo os valores 0,20 e 0,30, e βπ o valor 0,00.
As Figuras 5.19 e 5.20 apresentam os resultados experimentais e nume´ricos para
a primeira geometria simulada, com o coeﬁciente απ recebendo os valores 0,20 e 0,30,
respectivamente.
Nas Figuras 5.21 e 5.22 sa˜o mostrados os resultados para a segunda geometria simulada,
com o coeﬁciente απ recebendo os valores 0,20 e 0,30.
Nas Tabelas 5.5 e 5.6 sa˜o apresentadas as diferenc¸as percentuais entre as abcissas
das frentes de onda, obtidas numerica e experimentalmente, para todas as simulac¸o˜es
realizadas, obtidas a partir da expressa˜o:
Δxp =
(
xexp − xSPH
xexp
)
100. (5.18)
onde:
Δxp e´ a diferenc¸a percentual entre as abcissas das frentes de onda, obtidas
experimentalmente e pelo SPH
xexp e´ a abcissa da frente de onda obtida experimentalmente
xSPH e´ a abcissa da frente de onda obtida pelo SPH
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Figura 5.21: Resultados experimentais e nume´ricos para a segunda geometria simulada,
com a implementac¸a˜o da viscosidade artiﬁcial (απ = 0,20).
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Figura 5.22: Resultados experimentais e nume´ricos para a segunda geometria simulada,
com a implementac¸a˜o da viscosidade artiﬁcial (απ = 0,30).
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Tabela 5.5: Diferenc¸as Percentuais entre as Abcissas das Frentes de Onda
(Resultados Experimentais e Nume´ricos) para a Primeira Geometria.
απ t(s) xexp(m) xSPH(m) Δxp(%)
0,20
0,10 19,00 18,07 4,89
0,20 29,00 30,28 -4,41
0,30
0,10 19,00 17,58 7,47
0,20 29,00 28,70 1,03
Tabela 5.6: Diferenc¸as Percentuais entre as Abcissas das Frentes de Onda
(Resultados Experimentais e Nume´ricos) para a Segunda Geometria.
απ t(s) xexp(m) xSPH(m) Δxp(%)
0,20
0,10 22,00 19,00 13,64
0,20 36,00 37,00 -2,78
0,30
0,10 22,00 18,07 17,86
0,20 36,00 35,16 2,33
A partir da ana´lise das Tabelas 5.5 e 5.6, veriﬁcou-se que as maiores diferenc¸as
entre as posic¸o˜es das frentes de onda (quando comparados os resultados experimentais e
nume´ricos) ocorreram nos momentos iniciais da ruptura da barragem. A` medida que o
tempo transcorreu aquelas diferenc¸as diminu´ıram, como se veˆ no instante 0,30 s, tendo
sido encontradas as menores defasagens entre as frentes de onda - 1,03% na primeira e
2,33% na segunda geometria - quando empregado o coeﬁciente απ com o valor 0,30.
Os tempos de processamento nas simulac¸o˜es da primeira geometria foram 2 horas, 21
minutos e 24,34 segundos (απ = 0,20) e 2 horas, 22 minutos e 40,32 segundos, para απ =
0,30. Nas simulac¸o˜es da segunda geometria, aqueles tempos foram de 4 horas, 49 minutos
e 7,92 segundos (απ = 0,20) e 4 horas, 49 minutos e 30,56 segundos, para απ = 0,30.
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Ao ﬁnal da fase que buscava a validac¸a˜o do co´digo nume´rico implementado para a
simulac¸a˜o do problema da ruptura da barragem, concluiu-se que os resultados nume´ricos
a partir daquele encontrados foram notadamente concordantes com os alcanc¸ados pelo
co´digo SPHysics e pelos experimentos realizados por Cruchaga et al. (2007), [63].
A validac¸a˜o do co´digo ocorreu para tempos anteriores ao primeiro choque do ﬂuido
contra a parede do tanque. Foram empregados contornos geome´tricos e a reﬂexa˜o das
part´ıculas de ﬂuido nas paredes so´lidas do tanque, bem como a restaurac¸a˜o da consisteˆncia
nas regio˜es pro´ximas a`s fronteiras (atrave´s do me´todo CSPM). Foi adicionado o termo
relacionado a` viscosidade artiﬁcial a` modelagem matema´tica para as forc¸as viscosas lami-
nares no ﬂuido, conforme apresentado na subsec¸a˜o 4.1.10. No que se refere a` ocorreˆncia
da interpenetrac¸a˜o das part´ıculas, veriﬁcou-se ser insigniﬁcante, concluindo-se na˜o ser
necessa´ria qualquer tipo de correc¸a˜o para esse efeito.
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Cap´ıtulo 6
Estudo Nume´rico Puramente
Lagrangiano para o Espalhamento
do O´leo
6.1 Introduc¸a˜o
Uma vez validado o co´digo nume´rico implementado nesta pesquisa, apresentado no
Apeˆndice B, efetuou-se sua aplicac¸a˜o no espalhamento do o´leo em mar calmo, indepen-
dentemente dos demais processos f´ısico-qu´ımicos ocorrentes.
Os processos que governam a trajeto´ria da mancha sa˜o denominados Processos de
Transporte. Os demais processos f´ısicos, qu´ımicos e biolo´gicos que esta˜o ocorrendo no
o´leo derramado, paralelamente ao espalhamento formam o que se chamam de processos
de destino, que na˜o sera˜o levados em conta neste trabalho. Incluem evaporac¸a˜o, entranha-
mento, foto-oxidac¸a˜o, emulsiﬁcac¸a˜o, sedimentac¸a˜o, biodegradac¸a˜o, entre outros (Paladino,
2000; Sebastia˜o e Soares, 1995), [21] e [67].
Na 1a fase do espalhamento, prevalecem as forc¸as inercial e gravitacional e o movimento
inicial do o´leo derramado e´ ana´logo ao de uma ruptura de barragem. Dessa forma, a
modelagem empregada para a ruptura da barragem (sec¸a˜o 5.4), baseada nas equac¸o˜es de
conservac¸a˜o da massa e balanc¸o da quantidade de movimento, foi aplicada para o o´leo na
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1a fase do espalhamento. Os resultados oriundos da soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Fay foram
empregadas na veriﬁcac¸a˜o dos resultados nume´ricos obtidos.
6.2 Geometria Computacional, Condic¸o˜es Iniciais e
de Contorno
O domı´nio simulado foi constitu´ıdo por um tanque de dimenso˜es 20,00 m de compri-
mento, 20,00 m de largura e 1,50 m de altura, com um n´ıvel de a´gua de 0,50 m, e um
volume de o´leo inicialmente disposto, em seu centro, na forma de um cilindro com altura
e diaˆmetro de 1,00 m (portanto, um volume inicial de 0,7854 m3). A Figura 6.1 apresenta
o tanque e a disposic¸a˜o das part´ıculas, nas viso˜es em perspectiva e superior.
O o´leo foi considerado um ﬂuido homogeˆneo, uniforme e isotro´pico. As simulac¸o˜es
foram realizadas para um o´leo leve, com massa espec´ıﬁca 850,00 kg/m3 e viscosidade
absoluta 3, 32.10−3 Pa.s. Foi escolhido um o´leo leve para o estudo, pois a maioria dos
derrames ocorridos no Brasil envolve este tipo de hidrocarboneto. As propriedades f´ısicas
do poluente foram obtidas a partir do estudo de Yang e Liu (2013), [18].
Na condic¸a˜o de mar calmo, a mancha se espalha em um formato circular (simetria
radial). Foi realizada ana´lise bidimensional do problema na qual uma secc¸a˜o meridional
do volume do o´leo foi objeto de estudo. As posic¸o˜es das part´ıculas de o´leo ao longo da
direc¸a˜o horizontal foram monitoradas a cada iterac¸a˜o nume´rica. O espac¸amento lateral
inicial entre os centros de massas das part´ıculas foi de 2,00.10−2 m, tendo sido empregadas
na discretizac¸a˜o do domı´nio 2500 part´ıculas de o´leo e 26.000 part´ıculas de a´gua (massa
espec´ıﬁca 1000,00 kg/m3 e viscosidade absoluta 1,00.10−3 Pa.s). O passo de tempo
empregado em todas as simulac¸o˜es, deﬁnido a partir do crite´rio CFL para estabilidade foi
de 1,41.10−4 s. As part´ıculas de a´gua foram mantidas imo´veis durante as simulac¸o˜es. A
partir da Eq. (2.8) foi encontrado um tempo de durac¸a˜o do espalhamento, em sua 1a fase,
de 0,82 s, deﬁnindo um total de 5815 iterac¸o˜es nume´ricas.
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Figura 6.1: Condic¸a˜o inicial para o volume de o´leo nas viso˜es em perspectiva e superior.
As Figuras 6.2 e 6.3 apresentam a secc¸a˜o meridional do o´leo (corte AA da Figura 6.1)
e a evoluc¸a˜o desta secc¸a˜o ao longo da 1a fase do espalhamento, respectivamente.
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Figura 6.3: Evoluc¸a˜o da secc¸a˜o meridiana de o´leo na 1a fase do espalhamento.
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A ana´lise gra´ﬁca dos resultados foi efetuada por meio da visa˜o da mancha segundo um
plano superior. A evoluc¸a˜o das part´ıculas de o´leo foi monitorada ao longo da simulac¸a˜o.
Com o emprego da simetria radial ao ﬁnal de cada iterac¸a˜o, foram constru´ıdas circun-
fereˆncias com raios deﬁnidos pelas maiores distaˆncias horizontais (plano xy) existentes
entre as posic¸o˜es ocupadas pelas part´ıculas de o´leo e a posic¸a˜o (10,00 m; 10,00 m; 0,50 m).
A Figura 6.4 apresenta resultados para a evoluc¸a˜o da mancha de o´leo, no plano horizontal,
obtidos com a implementac¸a˜o do procedimento acima exposto.
Nas simulac¸o˜es efetuadas neste estudo, as seguintes considerac¸o˜es foram realizadas:
1. busca das part´ıculas realizada de forma direta;
2. emprego da viscosidade artiﬁcial (com os coeﬁcientes απ = 0, 30 e βπ = 0, 00);
3. aplicac¸a˜o do Filtro de Shepard para renormalizac¸a˜o da massa espec´ıﬁca do o´leo;
4. emprego da equac¸a˜o de Tait para previsa˜o do campo de presso˜es dinaˆmicas do o´leo
(com o paraˆmetro B, no valor de 0, 85.105 Pa);
5. aplicac¸a˜o do conceito da pressa˜o modiﬁcada para ambas as fases (o´leo e a´gua);
6. aplicac¸a˜o da correc¸a˜o CSPM para os gradientes de pressa˜o;
7. interpolac¸o˜es efetuadas com o kernel spline cu´bico, [4];
8. variac¸a˜o do raio de suporte ao longo do tempo, obtida pela aplicac¸a˜o da Eq. (4.33);
9. tratamento dos contornos de forma geome´trica (deﬁnic¸a˜o de um plano no n´ıvel
da superf´ıcie da a´gua) e das coliso˜es contra os contornos mediante emprego de
coeﬁcientes de restituic¸a˜o de energia cine´tica;
10. integrac¸a˜o temporal efetuada pelo me´todo de Euler;
11. passo de tempo deﬁnido com obedieˆncia ao crite´rio de estabilidade de Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL).
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Devido a` imobilidade imposta a`s part´ıculas de a´gua, o campo de presso˜es modiﬁcadas
para esta fase foi mantido com valor nulo durante todo o tempo de simulac¸a˜o.
Foi deﬁnido um domı´nio computacional com dimenso˜es que garantissem a ocorreˆncia
das coliso˜es das part´ıculas de o´leo apenas com o plano ﬁxo no n´ıvel da a´gua. Desta forma,
o co´digo nume´rico validado para a ruptura da barragem (sec¸a˜o 5.4) poˆde ser utilizado na
simulac¸a˜o.
Figura 6.4: Visa˜o superior da evoluc¸a˜o da mancha de o´leo.
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O coeﬁciente de restituic¸a˜o (CR) foi empregado de forma a mensurar a perda da
energia cine´tica na colisa˜o das part´ıculas contra o plano deﬁnido. Frise-se que o SPH e´
um modelo de uma part´ıcula, ou seja, as coliso˜es entre as part´ıculas na˜o sa˜o consideradas.
Apo´s a obtenc¸a˜o do campo de velocidades das part´ıculas de o´leo com o SPH, foram
detectados, pela ana´lise das trajeto´rias dos elementos lagrangianos, os choques ocorridos
contra o plano horizontal deﬁnido no n´ıvel da a´gua. Realizou-se a correc¸a˜o das velocidades
das part´ıculas que colidiram contra este contorno, da seguinte forma:
vcol = CR.vp, (6.1)
onde:
vp e´ a magnitude da velocidade da part´ıcula antes da colisa˜o
vcol e´ a magnitude da velocidade da part´ıcula apo´s a colisa˜o
O coeﬁciente de restituic¸a˜o foi aplicado para as direc¸o˜es cartesianas x e y:
(vcol)x = CR.vpx, (6.2)
onde:
vpx e´ a magnitude da componente horizontal da velocidade da part´ıcula antes da colisa˜o
(vcol)x e´ a magnitude da componente horizontal da velocidade da part´ıcula apo´s a colisa˜o
(vcol)y = CR.vpy. (6.3)
onde:
vpy e´ a magnitude da componente vertical da velocidade da part´ıcula antes da colisa˜o
(vcol)y e´ a magnitude da componente vertical da velocidade da part´ıcula apo´s a colisa˜o
Apo´s a colisa˜o, o sentido da componente da velocidade da part´ıcula na direc¸a˜o y sofreu
alterac¸a˜o. A componente na direc¸a˜o x manteve seu sentido inalterado.
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6.3 Resultados e Discussa˜o
Os resultados nume´ricos alcanc¸ados foram veriﬁcados a partir da comparac¸a˜o com a
soluc¸a˜o da equac¸a˜o proposta por Fay para a fase gravitacional-inercial (apresentada na
subsec¸a˜o 2.2.2, Tabela 2.1, Fase 1).
A Tabela 6.1 apresenta os diaˆmetros da mancha obtidos pelo SPH (para os diferentes
coeﬁcientes de restituic¸a˜o empregados nas simulac¸o˜es) e pela equac¸a˜o de Fay ao ﬁnal da
fase estudada. Tambe´m sa˜o apresentadas as diferenc¸as entre os resultados encontrados
pela equac¸a˜o de Fay e nume´ricos.
Tabela 6.1: Diaˆmetros da Mancha ao Final da Fase Gravitacional-Inercial
CR
Diaˆmetro da mancha (m) Diferenc¸a entre
SPH Fay diaˆmetros - ΔD(m)
0,70 2,2583 3,0971 0,8388
0,80 2,2703 3,0971 0,8268
0,90 2,9824 3,0971 0,1147
0,92 3,0980 3,0971 -0,0009
Na Figura 6.5 esta˜o plotados gra´ﬁcos que mostram a evoluc¸a˜o dos diaˆmetros da
mancha do o´leo, para diferentes coeﬁcientes de restituic¸a˜o de energia cine´tica. Nos
gra´ﬁcos, tambe´m esta˜o plotados os resultados oriundos da soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Fay
para o diaˆmetro da mancha no tempo.
A Figura 6.6 mostra as diferenc¸as entre os resultados (Fay e SPH) ao longo do tempo,
para os diferentes coeﬁcientes de restituic¸a˜o de energia cine´tica utilizados.
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Figura 6.5: Diaˆmetros da mancha para diferentes coeﬁcientes de restituic¸a˜o.
UFES-PPGEA
CAPI´TULO 6. ESTUDO NUME´RICO PURAMENTE LAGRANGIANO PARA O ESPALHAMENTO DO O´LEO142
Figura 6.6: Diferenc¸as entre os diaˆmetros da mancha (ΔD).
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Nas aproximac¸o˜es do SPH para os gradientes das presso˜es modiﬁcadas atuantes nas
part´ıculas de o´leo, Eq. (5.15), foram utilizados os valores das presso˜es modiﬁcadas para
para as part´ıculas de ambos os ﬂuidos (o´leo e a´gua). Nas regio˜es pro´ximas a` interface,
viu-se o aparecimento de uma pequena curvatura na secc¸a˜o meridiana do o´leo, como
mostrado na Figura 6.3, devido a` interac¸a˜o entre os dois campos de pressa˜o, onde aquele
relacionado a` a´gua recebeu uma hipo´tese simpliﬁcadora. Na simulac¸a˜o, na˜o se considerou
o efeito do espalhamento do o´leo sobre a a´gua, que permaneceu sem movimento e alterac¸a˜o
de n´ıvel (onde foi ﬁxado o plano contra o qual as coliso˜es das part´ıculas do poluente).
Nos primeiros instantes das simulac¸o˜es SPH, notou-se, com todos os coeﬁcientes
de restituic¸a˜o empregados, uma maior resisteˆncia ao movimento do o´leo, ate´ que o
instante aproximado de 0,04 s fosse alcanc¸ado (conforme mostra a Figura 6.5). Neste
per´ıodo de tempo, o diaˆmetro da mancha apresentou a tendeˆncia de permanecer constante.
Ultrapassado esse primeiro per´ıodo, observou-se um crescimento da mancha ate´ que fosse
atingido um ponto de inﬂexa˜o na curva (plotada em vermelho) no instante aproximado
de 0,12 s. Deste momento ate´ o ﬁnal da simulac¸a˜o, uma taxa de crescimento positiva foi
visto para o diaˆmetro da mancha.
O coeﬁciente de restituic¸a˜o de energia reﬂete o percentual de dissipac¸a˜o da energia
cine´tica das part´ıculas durante a colisa˜o. A calibrac¸a˜o do modelo nume´rico proposto se
fez a partir de valores atribu´ıdos a este coeﬁciente.
A partir da ana´lise dos gra´ﬁcos, poˆde-se ver que, a` medida em que se aumentou o
coeﬁciente de restituic¸a˜o de energia, a partir de 0,70, o diaˆmetro da mancha, no me´todo
SPH, aumentou a uma taxa superior ao do modelo de Fay. Ao atingir-se o valor de 0,92
para o coeﬁciente de restituic¸a˜o, alcanc¸ou-se um diaˆmetro da mancha coincidente ao ﬁnal
da 1a fase do espalhamento nos dois modelos.
Falar-se em perda de um percentual da energia cine´tica da part´ıcula na colisa˜o signiﬁca
dizer ﬁsicamente que a superf´ıcie da a´gua age sobre as part´ıculas de o´leo no contato,
retardando seus movimentos. Isto na˜o ocorre com todas as part´ıculas de o´leo, mas sim
com as que colidem com a a´gua, ou seja, apenas nas regio˜es pro´ximas a` interface dos
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ﬂuidos.
Devido a` considerac¸a˜o de que as part´ıculas de a´gua permaneceram imo´veis durante a
simulac¸a˜o, a pressa˜o modiﬁcada para este ﬂuido manteve-se nulo durante todo o tempo
de ocorreˆncia do espalhamento do o´leo. Por sua vez, as presso˜es modiﬁcadas para as
part´ıculas de o´leo foram calculadas a partir da diferenc¸a entre as presso˜es dinaˆmicas
(obtidas a partir da equac¸a˜o de Tait) e o termo ρg(H − y), conforme apresentado na
subsec¸a˜o 3.1.2.
O coeﬁciente de restituic¸a˜o para o qual se garantiu a concordaˆncia entre os resultados
alcanc¸ados pela modelagem puramente lagrangiana e pela curva proposta por Fay ao ﬁnal
da fase gravitacional-inercial do espalhamento, apresentou o valor 0,92, que caracteriza
coliso˜es com baixa dissipac¸a˜o de energia, mas que necessita ser corretamente deﬁnido
para que se atinja o correto valor para o diaˆmetro da mancha.
A simulac¸a˜o foi realizada para um volume de o´leo pequeno, o que resultou em um
tempo de durac¸a˜o da 1a fase do espalhamento tambe´m pequeno. Os experimentos de Fay
empregaram maiores volumes de o´leo, pore´m na˜o ha´ em seu trabalho restric¸o˜es quanto ao
volume do o´leo derramado e a utilizac¸a˜o de suas curvas ajustadas na previsa˜o do diaˆmetro
da mancha, o que viabilizou a realizac¸a˜o desta pesquisa, sobretudo devido a`s conﬁgurac¸o˜es
de hardware dispon´ıveis (que permitiram a simulac¸a˜o de um pequeno volume de o´leo).
Uma considerac¸a˜o que geralmente na˜o e´ feita no estudo nume´rico do espalhamento do
o´leo e´ a primeira fase do processo, que geralmente na˜o e´ modelada ou simulada, por ser
muito curta (cerca de 1 hora, para um derrame de 10.000 toneladas de o´leo - conforme
resultado apresentado por Fay, [13]). Uma resposta para o diaˆmetro da mancha de o´leo ao
ﬁnal desta fase, necessa´ria para co´digos nume´ricos que simulam a fase de maior durac¸a˜o
do espalhamento (gravitacional-viscosa) e´, geralmente, obtida mediante uma previsa˜o,
pela aplicac¸a˜o de uma curva ajustada aos dados de campo.
Neste trabalho, atrave´s da aplicac¸a˜o do me´todo lagrangiano SPH a`s equac¸o˜es de
conservac¸a˜o da massa e balanc¸o da quantidade de movimento, obtiveram-se resultados
concordantes com os alcanc¸ados por Fay, em sua curva ajustada (Tabela 2.1, Fase 1), para
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o diaˆmetro da mancha de o´leo ao ﬁnal da 1a fase do espalhamento. Na˜o ha´ registros na
literatura do emprego de me´todos puramente lagrangianos para o estudo do espalhamento
do o´leo, no que se refere a` previsa˜o do diaˆmetro da mancha do o´leo derramado. O co´digo
nume´rico desenvolvido e´ capaz de apresentar uma soluc¸a˜o para a 1a fase da dispersa˜o
horizontal do o´leo, apresentando-se como uma nova ferramenta capaz de ser empregada
nas pesquisas.
Visando mensurar a eﬁcieˆncia computacional foram medidos os tempos de uso da CPU
(unidade central de processamento). A Tabela 6.2 apresenta os tempos encontrados para
diferentes coeﬁcientes de restituic¸a˜o de energia cine´tica, mantidas as mesmas condic¸o˜es e
paraˆmetros para todas as simulac¸o˜es.
Tabela 6.2: Tempos de uso da CPU para diferentes
coeﬁcientes de restituic¸a˜o de energia cine´tica
CR Tempo de CPU
0,70 6 h 5 min 5,54 s
0,80 5 h 46 min 18,76 s
0,90 5 h 44 min 3,57 s
0,92 5 h 43 min 31,17 s
A partir da ana´lise da Tabela 6.2, concluiu-se que os maiores tempos de processamento
ocorreram quando foram empregados menores coeﬁcientes de restituic¸a˜o. Isto se deve ao
fato de estas part´ıculas serem mantidas no domı´nio (apo´s reﬂexa˜o imposta pelo contorno)
e continuarem a sofrer coliso˜es ao longo da simulac¸a˜o com frequeˆncia maior do que quando
foram implementados coeﬁcientes de restituic¸a˜o de energia maiores. Em uma linguagem
computacional, uma maior quantidade de operac¸o˜es foi efetuada nos casos em que houve
um maior nu´mero de coliso˜es (menor CR), aumentando o tempo de processamento.
As simulac¸o˜es foram realizadas para um o´leo leve. Para outros tipos de o´leo, com
propriedades caracter´ısticas (massa espec´ıﬁca, viscosidade) outro valor para o coeﬁciente
de restituic¸a˜o podera´ ser encontrado.
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Concluso˜es
Neste trabalho, foi desenvolvido e implementado o modelo puramente lagrangiano
de part´ıculas, utilizando o me´todo SPH, para a soluc¸a˜o das equac¸o˜es de conservac¸a˜o da
massa e balanc¸o da quantidade de movimento, no estudo do espalhamento do o´leo na fase
gravitacional-inercial, em condic¸o˜es de mar calmo.
Simulac¸o˜es foram realizadas e coeﬁcientes de restituic¸a˜o de energia cine´tica foram
testados nas coliso˜es das part´ıculas de o´leo contra a superf´ıcie da a´gua. Apo´s terem sido
empregados diferentes coeﬁcientes, foi poss´ıvel se obter um resultado para o diaˆmetro da
mancha, ao ﬁnal da fase estudada, concordante com a soluc¸a˜o fornecida pela equac¸a˜o de
Fay, para um coeﬁciente de restituic¸a˜o 0,92. Este resultado alcanc¸ado se mostra relevante,
por ser uma soluc¸a˜o ainda na˜o alcanc¸ada por outros me´todos nume´ricos para o primeiro
esta´gio do espalhamento.
Durante as fases de implementac¸a˜o do modelo nume´rico, va´rios testes de validac¸a˜o
foram realizados, o que permitiu a compreensa˜o dos conceitos do me´todo SPH, bem como
as diﬁculdades nume´ricas que apresentava.
Nos testes realizados, o conceito da pressa˜o modiﬁcada foi empregado para a soluc¸a˜o
de um problema ainda na˜o satisfatoriamente solucionado pelo Smoothed Particle Hydrody-
namics: o de um tanque em repouso preenchido por um ﬂuido com propriedades uniformes
e incompress´ıvel (um problema de hidrosta´tica). Os resultados alcanc¸ados mostraram-se
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concordantes com a soluc¸a˜o anal´ıtica do problema (em que na˜o ha´ movimento do ﬂuido).
Veriﬁcou-se que, com o emprego da pressa˜o modiﬁcada, na˜o ocorreu mudanc¸a nas posic¸o˜es
das part´ıculas em todo o tempo simulado, com a exclusa˜o completa de qualquer movimento
oscilato´rio existente apo´s ter sido atingido o regime estaciona´rio. A recente pesquisa de
Vorobyev (2013), [44], apresentou resultados que na˜o alcanc¸aram a soluc¸a˜o adequada para
este problema, pois ainda se notava o movimento oscilato´rio das part´ıculas no interior
do reservato´rio, mesmo apo´s ter sido atingido o estado estaciona´rio. Devido aos bons
resultados encontrados para o problema esta´tico, a pressa˜o modiﬁcada foi implementada
para a simulac¸a˜o do espalhamento do o´leo sobre a a´gua (em um caso dinaˆmico).
A curvatura apresentada pela secc¸a˜o meridiana do o´leo em espalhamento, nas pro-
ximidades da interface o´leo-a´gua, deveu-se a` hipo´tese simpliﬁcadora empregada para o
campo de presso˜es modiﬁcadas da a´gua (onde o valor nulo foi implementado e mantido
constante durante a simulac¸a˜o). Este ﬂuido permaneceu sem movimento e sem alterac¸a˜o
em seu n´ıvel durante o espalhamento do o´leo.
Ao ﬁnal da presente pesquisa, o modelo empregado se mostrou adequado ao estudo
da primeira fase do espalhamento.
A modelagem puramente lagrangiana de part´ıculas se apresenta como uma ferramenta
promissora no estudo das demais fases do espalhamento em mar calmo. Ale´m disso,
o me´todo tambe´m podera´ ser aplicado em condic¸o˜es reais, com a presenc¸a de ventos,
correntes e ondas, pois a atribuic¸a˜o das propriedades f´ısicas dos agentes externos (ventos,
correntes) e´ efetuada diretamente a`s part´ıculas que discretizam o domı´nio.
Relativamente a` eﬁcieˆncia das simulac¸o˜es, o tempo de processamento (uso de CPU)
medido foi signiﬁcativo. No estudo de a´reas maiores se torna necessa´ria a busca de sua
reduc¸a˜o, o que podera´ ser obtido a partir da paralelizac¸a˜o do co´digo nume´rico.
Desta maneira, a partir dos resultados obtidos na pesquisa, esta´ sendo apresentada a`
comunidade cient´ıﬁca uma modelagem puramente lagrangiana sem malhas, empregando
o me´todo SPH, que fornece resultados validados a partir da comparac¸a˜o com soluc¸o˜es
anal´ıticas, para problemas que ate´ este momento na˜o apresentavam soluc¸o˜es satisfato´rias.
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Considerac¸o˜es Finais e Sugesto˜es
O emprego do conceito da pressa˜o modiﬁcada para o caso hidrosta´tico mostrou-se
exato. No caso dinaˆmico, conduziu a erros menores nas operac¸o˜es nume´ricas, e que
se propagaram com menor velocidade no tempo. Isto aponta para o seu emprego na
Dinaˆmica de Fluidos Computacional, com a obtenc¸a˜o de resultados mais precisos.
O avanc¸o natural da pesquisa e´ a implementac¸a˜o da modelagem de espalhamento
do o´leo em mar calmo, a partir das equac¸o˜es de conservac¸a˜o e do me´todo SPH, para a
segunda fase, onde predominam as ac¸o˜es das forc¸as gravitacional e viscosa.
Os me´todos de part´ıculas requerem grandes quantidades de memo´ria e tempos de uso
da CPU. Outra sugesta˜o para futuros trabalhos e´ o emprego da paralelizac¸a˜o do co´digo
computacional, com a diminuic¸a˜o do tempo de processamento, pela divisa˜o das operac¸o˜es
de ca´lculos efetuadas entre os processadores. Este trabalho se torna importante pela
necessidade de uso de maiores quantidades de part´ıculas no estudo de regio˜es f´ısicas mais
amplas, bem como para que o modelo nume´rico seja atrativo, no que se refere ao tempo
gasto nas simulac¸o˜es.
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APEˆNDICE A - Obtenc¸a˜o da
Aproximac¸a˜o para o Laplaciano
(SPH)
Neste apeˆndice e´ apresentada a deduc¸a˜o da expressa˜o matema´tica para a aproximac¸a˜o
do laplaciano de uma func¸a˜o, com o emprego do me´todo SPH. Esta aproximac¸a˜o foi
veriﬁcada a partir de resultados anal´ıticos para a difusa˜o de calor em uma placa plana
homogeˆnea (sec¸a˜o 5.2) e implementada no co´digo nume´rico desenvolvido nesta Tese de
Doutorado, para a aproximac¸a˜o do termo de forc¸as viscosas no balanc¸o da quantidade de
movimento.
Para a aproximac¸a˜o do laplaciano de uma func¸a˜o, utilizou-se a expansa˜o da se´rie de
Taylor. Em um domı´nio bidimensional, e´ poss´ıvel determinar o valor de uma func¸a˜o em
um ponto X
′
= (x
′
, y
′
), em torno de um ponto ﬁxo X = (x, y):
f
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x
′
, y
′
)
= f (x, y) +
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Assumindo um erro de ordem 3 na aproximac¸a˜o, multiplicando a Eq. (0.1), truncada,
por
(
X −X ′)
|X −X ′ |2∇W (X −X
′
, h), e integrando-a:
∫
Ω
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onde ΔX =
(
X −X ′)
|X −X ′ |2 .
O gradiente do kernel possui as propriedades de anti-simetria e na˜o-normalizac¸a˜o:
∫
Ω
(
X
′ −X
)
p
ΔX.∇W
(
X
′ −X, h
)
dX
′
= 0, (0.3)
∫
Ω
(
X
′ −X
)
l
(
X
′ −X
)
t
ΔX.∇W
(
X
′ −X, h
)
dX
′
= −δl,t . (0.4)
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onde:
l = (1, 2) , t = (1, 2), p = (1, 2) ,(
X
′ −X)
1
=
(
x
′ − x, 0) ,(
X
′ −X)
2
=
(
0, y
′ − y) .
δl,t e´ o delta de Kronecker.
Na Figura a seguir, sa˜o apresentados os gra´ﬁcos das derivadas do kernel, permitindo a
visualizac¸a˜o da propriedade de anti-simetria.
Figura : Derivadas do kernel nas direc¸o˜es cartesianas.
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Aplicando-se as propriedades do kernel, conclui-se:
∫
Ω
C︷ ︸︸ ︷(
x
′ − x
) ∂f
∂x
∣∣∣∣
(x,y)
ΔX.∇W(X− X′ , h)dX′ = 0, (0.5)
∫
Ω
D︷ ︸︸ ︷(
y
′ − y
) ∂f
∂y
∣∣∣∣
(x,y)
ΔX.∇W(X− X′ , h)dX′ = 0, (0.6)
∫
Ω
E︷ ︸︸ ︷
1
2
((
x
′ − x
)2 ∂2f
∂x2
∣∣∣∣
(x,y)
+
(
y
′ − y
)2 ∂2f
∂y2
∣∣∣∣
(x,y)
)
ΔX.∇W(X− X′ , h)dX′ =
−1
2
(
∂2f
∂x2
+
∂2f
∂y2
)∣∣∣∣
(x,y)
, (0.7)
∫
Ω
F︷ ︸︸ ︷(
x
′ − x
)(
y
′ − y
) ∂2f
∂x∂y
∣∣∣∣
(x,y)
ΔX.∇W(X− X′ , h)dX′ = 0, (0.8)
(
∂2f
∂x2
+
∂2f
∂y2
)∣∣∣∣
(x,y)
=
−2
∫
Ω
f [
(
x
′
, y
′
)
− f(x, y)]ΔX.∇W
(
X −X ′ , h
)
dX
′
. (0.9)
onde
(
∂2f
∂x2
+
∂2f
∂y2
)∣∣∣∣
(x,y)
e´ o laplaciano da func¸a˜o, avaliado na posic¸a˜o X.
Apo´s a discretizac¸a˜o do domı´nio por part´ıculas, chega-se a` seguinte expressa˜o para a
aproximac¸a˜o do laplaciano da func¸a˜o f , empregando o me´todo SPH:
(
∂2fi
∂x2
+
∂2fi
∂y2
)
= 2
n∑
j=1
mj
mj
ρj
(fi − fj)ΔXij.∇W (Xi −Xj, h) , (0.10)
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onde:
i e´ a part´ıcula ﬁxa, onde esta´ sendo avaliado o laplaciano da func¸a˜o f ;
j e´ cada uma das part´ıculas vizinhas da part´ıcula ﬁxa, no interior do domı´nio de inﬂueˆncia;(
∂2fi
∂x2
+
∂2fi
∂y2
)
e´ a aproximac¸a˜o SPH para o laplaciano da func¸a˜o f , avaliado na posic¸a˜o
da part´ıcula i;
ΔXij =
Xi − Xj
|Xi − Xj|2
.
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Nesta pesquisa, um co´digo computacional sequencial foi desenvolvido e implementado
para a soluc¸a˜o do problema do espalhamento do o´leo. A seguir, as etapas deste co´digo
sa˜o brevemente explicadas.
1. As posic¸o˜es iniciais, velocidades, massas espec´ıﬁcas, temperaturas, raio de suporte e
demais propriedades f´ısicas das part´ıculas do ﬂuido sa˜o deﬁnidas para o in´ıcio da
simulac¸a˜o;
2. As condic¸o˜es de contorno sa˜o deﬁnidas (plano geome´trico com reﬂexa˜o ou repulsivas).
As part´ıculas dos contornos teˆm suas propriedades deﬁnidas;
3. A busca de part´ıculas vizinhas de uma determinada part´ıcula ﬁxa pode variar com
o tempo e deve ser efetuada a cada iterac¸a˜o nume´rica;
4. Antes de calcular a aproximac¸a˜o para as forc¸as internas agindo nas part´ıculas do
ﬂuido, torna-se necessa´rio atualizar o campo de presso˜es mediante o emprego da
Equac¸a˜o de Tait;
5. O kernel empregado nas interpolac¸o˜es das propriedades das part´ıculas e´ deﬁnido;
6. O ca´lculo da massa espec´ıﬁca de cada part´ıcula e´ realizado a partir da soluc¸a˜o da
equac¸a˜o de conservac¸a˜o da massa. A renormalizac¸a˜o da massa espec´ıﬁca e´ efetuada
para part´ıculas com domı´nio de inﬂueˆncia incompleto (Filtro de Shepard, subsec¸a˜o
4.1.15);
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7. Sa˜o obtidas, numericamente, aproximac¸o˜es para as forc¸as de superf´ıcie (de pressa˜o
e viscosas), respectivamente. A correc¸a˜o dos gradientes de pressa˜o e´ efetuado para
part´ıculas com domı´nio de inﬂueˆncia incompleto, a partir da aplicac¸a˜o do Corrective
Smoothed Particle Method, subsec¸a˜o 4.1.16;
8. A forc¸a de corpo gravitacional e´ aplicada diretamente a`s part´ıculas do ﬂuido;
9. Com as aproximac¸o˜es obtidas para as forc¸as de superf´ıcie e a forc¸a de corpo, as
acelerac¸o˜es das part´ıculas sa˜o calculadas com o emprego equac¸a˜o do balanc¸o da
quantidade de movimento;
10. Procede-se a` integrac¸a˜o temporal para previsa˜o das propriedades das part´ıculas no
instante de tempo posterior. O crite´rio de estabilidade de Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL) e´ aplicado na deﬁnic¸a˜o do passo de tempo que garanta a estabilidade e
convergeˆncia dos resultados;
11. Arquivos de sa´ıda sa˜o obtidos ao ﬁnal de cada iterac¸a˜o, a partir dos quais sa˜o
geradas as representac¸o˜es gra´ﬁcas para as propriedades f´ısicas do ﬂuido;
12. Veriﬁca-se, ﬁnalmente, se a precisa˜o desejada foi alcanc¸ada ou se o tempo sera´
incrementado para a pro´xima iterac¸a˜o.
A Figura a seguir apresenta um ﬂuxograma do co´digo implementado.
UFES-PPGEA
APEˆNDICE B - Co´digo Computacional 163
F
ig
u
ra
:
F
lu
x
og
ra
m
a
d
o
co´
d
ig
o
co
m
p
u
ta
ci
on
al
im
p
le
m
en
ta
d
o
(S
P
H
).
UFES-PPGEA
